
· • Sada 10: Kruhové geodetiky & Nestla£ite©ná hviezda • ·

Pr. 1 Kruhové geodetiky v Schwarzschildovej metrike: V ekvatoriálnej rovine (ϑ = π/2) sa Schwarzschild-
ova metrika redukuje na tvar

ds2 = −
(

1− rg
r

)
dt2 +

1

1− rg
r

dr2 + r2dφ2.

Pre geodetiky sú tu tri zákony zachovania: dve za cykli£nos´ súradníc t a φ a tretia za normovanie
(parametrizáciu) 4-rýchlosti, uµuµ = −1 pre hmotné body a uµuµ = 0 pre svetelné lú£e. Úlohou je:

1. Rovnice (zákony zachovania) pre geodetiky upravi´ do tvaru

Ee� =
1

2
ṙ2 + Ve�(r),

kde bodka ozna£uje deriváciu pod©a vlastného £asu resp. parametra geodetiky pre svetelný lú£.
Spravi´ to pre hmotné body ako aj pre svetelné lú£e. (Postup ako na predná²ke.)

2. Vy²etri´ správanie sa efektívneho potenciálu Ve�(r) pre hmotné body aj svetelné lú£e v závislosti od
vo©by zachovávajúcej sa veli£iny uφ, ktorá je úmerná momentu hybnosti.

3. Z extrémov efektívneho potenciálu zisti´: (a) aký je povolený rozsah polomerov pre stabilné kruhové
dráhy hmotných £astíc; (b) ako sa tento rozsah roz²íri, ak povolíme aj nestabilné kruhové dráhy
hmotných £astíc; (c) rovnaké rozsahy aj pre kruhové dráhy svetelných lú£ov (pre svetelné lú£e len
jedna povolená hodnota polomeru). (Vo výsledkoch (a), (b) aj (c) by sa mali vyskytova´ iba hrani£né
hodnoty 3rg/2 a 3rg.)

4. Nájs´ frekvenciu obiehania fotónu Ω = dφ/dt po kruhovom svetelnom lú£i. Vo fyzikálnych jednotkách
(bez c = 1) by malo vyjs´

Ω =
2

3
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.

Pr. 2 Kruhové lú£e v Gödelovej metrike: Uvaºujme £asopriestorovú metriku

ds2 =
2

ω2

(
−dt2 + dr2 +

(
sh2r − sh4r

)
dφ2 − 2

√
2sh2rdtdφ+ dz2

)
. (1)

Tejto metrike prislúcha Einsteinov tenzor s komponentami Gtt = Grr = Gzz = 2, Gφφ = 2
(
sh2r + 3sh4r

)
, Gtφ = 2

√
2sh2r.

Ide teda o rie²enie Einsteinových rovníc s kozmologickou kon²tantou, Gµν + Λgµν = 8πκTµν , s tenzorom energie-hybnosti pri-

slúchajúcim ideálnej kvapaline s nulovým tlakom (prach), Tµν = ρuµuν , uµ = δµ0 ω/
√

2, pri£om kozmologická kon²tanta a hus-

tota energie musia by´ presne naladené, Λ = −ω2, ρ = ω2/4πκ. Uhlová rýchlos´ stojaceho pozorovate©a je v tejto metrike

ωa = (1/2)εabc

(
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)
= δzaω, a nadplochy kon²tantného synchronizovaného £asu v rovinách z = kon²t. majú

metriku dvojrozmernej Loba£evského roviny. �asopriestor s takouto metrikou je teda homogénny, ale nie je izotropný, a volá sa

Gödelov vesmír.

V tomto príklade s metrikou (1) budeme skúma´ iba svetelné lú£e. Úlohou je:

1. Pomocou zákonov zachovania za cykli£nos´ súradníc t a φ (ut,uφ = kon²t.) ukáza´, ºe pre geodetiky
v rovine z = kon²t. platí
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)
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Obe kon²tanty ut aj uφ sú dané výrazmi obsahujúcimi aj ṫ a aj φ̇, takºe v tomto bode treba rie²i´
sústavu dvoch rovníc s dvomi neznámymi.

2. Vz´ahy odvodené v predchádzajúcom bode dosadi´ do rovnice platnej pre svetlené geodetiky, uµuµ =

= 0, a výslednú rovnicu napísa´ v tvare

Ee� =
1

2
ṙ2 + Ve�(r), kde potenciál Ve� by mal vyjs´ úmerný funkcii
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.
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3. Rozmyslie´ si, ºe pre kruhovú geodetiku s r = r0 musia plati´ dve podmienky:
(a) Ve�(r0) = Ee�,
(b) (dVe�/dr)(r0) = 0.

4. Ukáza´, ºe rovnica (b) z predchádzajúceho bodu pre vz´ahy nájdené v bode 2. dáva shr0 = B/(1−
−2B), a po pouºití rovnice (a) odvodi´ polomer kruhovej geodetiky svetelného lú£a v rovine z =

= kon²t.
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Pr. 3 Hviezda z nestla£ite©nej kvapaliny: Rovnice relativistickej hydrostatiky pre sféricky symetrické hviezdy
majú v jednotkách, kde nielen c = 1, ale aj κ = 1, tvar

dm

dr
= 4πρr2,

dp

dr
= − (ρ+ p)(m+ 4πpr3)

r(r − 2m)
(Tolman�Oppenheimer�Volko�).

Úlohou je:

1. Uvaºova´ nestla£ite©nos´ látky, z ktorej je hviezda zloºená, teda poloºi´ ρ = kon²t., a rie²ením prvej
z dvoch vy²²ie uvedených rovníc nájs´ funkciu m(r).

2. Funkcium(r) nájdenú v predchádzajúcom bode dosadi´ do Tolmanovej�Oppenheimerovej�Volko�ovej
rovnice a jej vyrie²ením nájs´ funkciu p(r). Malo by vyjs´

1− 8

3
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(
ρ+ 3p
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)2

, kde C je integra£ná kon²tanta.

3. Integra£nú kon²tantu C z prechádzajúceho bodu vyjadri´ cez centrálny tlak pc = p(0) a nájs´
závislos´ medzi polomerom hviezdy R (podmienka p(R) = 0) a centrálnym tlakom pc.

4. Nájs´ rozsah moºných pomerov polomeru hviezdy R k jej gravita£nému polomeru rg = 2m(R),
ak predpokladáme, ºe centrálny tlak môºe nadobúda´ akéko©vek hodnoty z intervalu pc ∈ (0,∞).
Moºné pomery R/rg by mali by´ ohrani£ené zdola, £o v²ak pri zadanej hustote energie znamená
horné ohrani£enie na polomer resp. hmotnos´. Aká je minimálna hodnota pomeru R/rg?

5. Bez súvisu s predchádzajúcimi bodmi odvodi´ tiaºové zrýchlenie na povrchu (r = R, m = M , p = 0)
relativistickej hviezdy. Pouºi´ vz´ah pre zrýchlenie stojaceho pozorovate©a aa = (ln
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i
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rovnice pre komponenty £asopriestorovej metriky g00 = −A a grr = B vo vnútri hviezdy,
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.

Malo by vyjs´ aa =
κM

R3/2
√
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δr̂a. Kedy sa tento výsledok blíºi Newtonovej teórii?

6. Na základe výsledkov z predchádzajúcich dvoch bodov vypo£íta´ ko©kokrát vä£²ie tiaºové zrýchlenie
na povrchu hviezdy z nestla£ite©nej kvapaliny s najmen²ím moºným pomerom R/rg predpovedá
v²eobecná teória relativity oproti vz´ahu v Newtonovej teórii. Mal by vyjs´ faktor 3.
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