.o | Sada 10: Kruhové geodetiky & Nestlacitelnd hviezda ‘ ..

Pr. 1 Kruhové geodetiky v Schwarzschildovej metrike: V ekvatorialnej rovine (¢ = 7/2) sa Schwarzschild-
ova metrika redukuje na tvar

T 1
ds? = — (1= 22} at* + — dr? + rdg?.
T 1—- -9
T
Pre geodetiky st tu tri zédkony zachovania: dve za cykli¢nost siradnic ¢ a ¢ a tretia za normovanie

(parametrizaciu) 4-rychlosti, u,u* = —1 pre hmotné body a u,u* = 0 pre svetelné¢ luce. Ulohou je:
1. Rovnice (zdkony zachovania) pre geodetiky upravit do tvaru

1,
Eer = 57"2 + Veff(r)a

kde bodka oznacuje derivaciu podla vlastného ¢asu resp. parametra geodetiky pre svetelny luc.
Spravit to pre hmotné body ako aj pre svetelné luce. (Postup ako na prednaske.)

2. VySetrit spravanie sa efektivneho potencidlu Vog(r) pre hmotné body aj svetelné luce v zavislosti od
vol'by zachovévajicej sa veli¢iny ug, ktord je imernd momentu hybnosti.

3. Z extrémov efektivneho potencidlu zistit: (a) aky je povoleny rozsah polomerov pre stabilné kruhové
drahy hmotnych ¢astic; (b) ako sa tento rozsah rozsiri, ak povolime aj nestabilné kruhové drahy
hmotnych ¢astic; (¢) rovnaké rozsahy aj pre kruhové drahy svetelnych lucov (pre svetelné luce len
jedna povolené hodnota polomeru). (Vo vysledkoch (a), (b) aj (c) by sa mali vyskytovat iba hrani¢né
hodnoty 3r,/2 a 3r,.)

4. Najst frekvenciu obiehania foténu Q = d¢/dt po kruhovom svetelnom luéi. Vo fyzikalnych jednotkéach
(bez ¢ = 1) by malo vyjst

2 ¢

3\/?7)7"9.

Pr. 2 Kruhové luce v Gadelovej metrike: Uvazujme Casopriestorovi metriku

2
ds? = = (fdtQ +dr? + (shr — sh*r) dg? — 2v/2sh>rdtde + d,z?) . (1)
w

Tejto metrike prislicha Einsteinov tenzor s komponentami Gyt = Grr = G.. = 2, Gyp = 2 (sh2r+35h4r), Giy = 2v/2sh?r.
Ide teda o riefenie Einsteinovych rovnic s kozmologickou konstantou, G, + Ag,, = 87kT,,, s tenzorom energie-hybnosti pri-
slichajucim idealnej kvapaline s nulovym tlakom (prach), T, = puju,, u* = z%‘w/\/i, pri¢om kozmologickd konstanta a hus-
tota energie musia byt presne naladené, A = —w?, p = w?/4nk. Uhlova rychlost stojaceho pozorovatela je v tejto metrike
we = (1/2)€abe (7\/%g[i,j]ebiecj) = J-w, a nadplochy kon&¥tantného synchronizovaného &asu v rovinach z = kon¥t. maja
metriku dvojrozmernej Lobadevského roviny. éasopriestor s takouto metrikou je teda homogénny, ale nie je izotropny, a vola sa
Gédelov vesmir.

V tomto priklade s metrikou (1) budeme sktimat iba svetelné luce. Ulohou je:

1. Pomocou zdkonov zachovania za cykli¢nost stradnic ¢ a ¢ (u:,us = konst.) ukazat, ze pre geodetiky
v rovine z = kon§t. plati

. sh?r + B> . sh’r + B w? w? Cy
t=1-2——5—|)C%, =vV2———C;, kdeC;=——u;, Cy=——uy, B=— .
( ch?r v ¢ sh’rch®r ' ! 2 e 2 ¢ V20,

Obe konstanty u; aj ue st dané vyrazmi obsahujicimi aj t a aj q.S, takze v tomto bode treba riesit
sistavu dvoch rovnic s dvomi neznamymi.

2. Vzfahy odvodené v predchadzajicom bode dosaditf do rovnice platnej pre svetlené geodetiky, u,u* =
= 0, a vyslednt rovnicu napisat v tvare

1
Eer = =1° 4+ Veg(r), kde potencial Vig by mal vyjst tmerny funkcii (

2

sh?r + B 2
shrchr ’



3. Rozmysliet si, Zze pre kruhovu geodetiku s = ry musia platit dve podmienky:
(a) Ver(ro) = Eerr,
(b) (dVeg/dr)(ro) = 0.

4. Ukazat, Ze rovnica (b) z predchadzajiceho bodu pre vztahy najdené v bode 2. dava shrq = B/(1—
—2B), a po pouZiti rovnice (a) odvodit polomer kruhovej geodetiky svetelného la¢a v rovine z =
= konst.

V2 -1
2

1 1
ro = arcsh = iarcshl = 5111(1 +2).

Pr. 3 Hviezda z nestlacitelnej kvapaliny: Rovnice relativistickej hydrostatiky pre sféricky symetrické hviezdy
maja v jednotkach, kde nielen ¢ =1, ale aj k = 1, tvar

d 4rrpr3
— = dmpr?, & _ (p+p)(m + dmpr”) (Tolman—Oppenheimer—Volkoff).
dr dr r(r — 2m)

Ulohou je:

1. Uvazovat nestlacitelnost latky, z ktorej je hviezda zlozen4, teda polozit p = konst., a rieSenim prvej
z dvoch vyssie uvedenych rovnic najst funkciu m(r).

2. Funkciu m(r) najdent v predchadzajicom bode dosadit do Tolmanovej—Oppenheimerovej—Volkoffovej
rovnice a jej vyrieSenim najst funkciu p(r). Malo by vyjst

8 +3p\?
1——mpri=C pTop , kde C je integra¢na kongtanta.
3 p+p
3. Integra¢nia konstantu C z prechadzajuceho bodu vyjadrit cez centralny tlak p. = p(0) a najst

zavislost medzi polomerom hviezdy R (podmienka p(R) = 0) a centralnym tlakom p..

4. Najst rozsah moznych pomerov polomeru hviezdy R k jej gravitatnému polomeru r, = 2m(R),
ak predpokladame, Ze centralny tlak moze nadobudat akékolvek hodnoty z intervalu p. € (0, 00).
Mozné pomery R/r, by mali byt ohranic¢ené zdola, ¢o v8ak pri zadanej hustote energie znamena
horné ohrani¢enie na polomer resp. hmotnost. Ak4 je minimélna hodnota pomeru R/r,?

5. Bez stvisu s predchadzajicimi bodmi odvodit tiaZové zrychlenie na povrchu (r = R, m = M, p = 0)
relativistickej hviezdy. Pouzif vztah pre zrychlenie stojaceho pozorovatela a, = (In\/=ggo) ; €," a

rovnice pre komponenty ¢asopriestorovej metriky goo = —A a ¢, = B vo vnutri hviezdy,
1dA L + 4mpr3 r
- =2k, = —\
A dr r(r — 2km) r—2km
kM

Malo by vyjst a, = d7q- Kedy sa tento vysledok blizi Newtonovej teorii?

R3/2,/R —r,

6. Na zaklade vysledkov z predchadzajucich dvoch bodov vypocitat kol'kokrat vacsie tiazové zrychlenie
na povrchu hviezdy z nestlacitelnej kvapaliny s najmensim moznym pomerom R/r, predpoveda
v8eobecnd tedria relativity oproti vzfahu v Newtonovej teorii. Mal by vyjst faktor 3.




