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Pr. 1 Izotropné suradnice v Schwarzschildovej metrike: Schwarzschildova metrika

1
ds® = — (1 —~ r—g) dt* + ———dr® + r2d9? + r® sin® 9dg?
T 1— =
r

mé po vhodnej transformécii radidlnej stradnice » — p taky tvar, v ktorom je jej priestorova cast dl? =
= 7;;dz'dz? (+;; = 05 - 2221 ) konformne Euklidovska,
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di? =

dr® + r2dv? 4 r?sin® 9do? = Q(p)2(dp? + p*dv¥? + p*sin® ¥d¢?). (1)

Stradnice s radidlnou stradnicou p volame izotropné suradnice. Ulohou je:

1. Porovnanim Tavej a pravej strany rovnosti (1) sformulovat sistavu dvoch rovnic pre dve nezname

d
funkcie Q(p) a r(p). Kedze dr = d—;dp, jedna z tychto rovnic je diferencidlna.

2. Néjst rieSenie rovnic odvodenych v predchadzajucom bode. Vyuzit podmienku asymptotickej plo-
chosti lim Q(p) = 1 na urcenie integra¢nej konstanty.
p—00

3. Nag¢rtnat funkciu r(p) a rozmysliet si, akd oblast je pokryta siradnicami s radidlnou suradnicou p.
4. Do novych suradnic prepisat aj goo komponentu metriky.

5. Ukézat, ze limita velkej vzdialenosti od pociatku, p > r,4, zodpovedd Newtonovskej limite, teda
Joo ~ —(1 + 2@5), goi ~ 0, gl] ~ 6”(1 — 2¢)

Cela Schwarzschildova metrika méa v izotropnych sturadniciach tvar

rg\ 2
— = 4
ds? — — ﬁs dt® + (1 + Z;) (dp” + p*d¥? + p” sin® ¥d¢®) .
1+ -2
4p

Pr. 2 Interpreticie Schwarzschildovej metriky: Okrem maximalneho analytického rozsirenia Schwarzschild-
ovej metriky v Kruskalovych—Szekeresovych stradniciach existuju aj jej d'algie interpretacie. Interpretécia
cez Einsteinov—Rosenov most oblast pod horizontom nezahifia a namiesto nej mame “vesmir na druhe;j
strane”. Interpretacia Schwarzschildovej metriky pod horizontom cez Kantowského—Sachsovu metriku
zase zodpoveda anizotropne sa rozpinajicemu vesmiru s topologiou priestorovej geometrie R x S2. Ulohou
je:

1. Najst dvojrozmernu rotac¢ne symetricki plochu v trojrozmernom priestore, na ktora ked indukujeme
Euklidovskta metriku, ziskame priestorova Cast (w? = <g - w) aztazd) Schwarzschildovej metriky v

900
ekvatoralnej rovine (¥ = 7/2),

1

di? = Ty dr® +r?d¢”.

r

Predpis tejto plochy v cylidrickych stradniciach v Euklidovskom priestore r, ¢, z by mal vyjst
z=x2,/Tg\/T —Tg.

2. Nacrtnut plochu ndjdent v predchadzajicom bode. Rozmysliet si, Ze obe vetvy tejto plochy moZzno
spojit do jedného spojitého utvaru, ktory zodpoveda dvom spojenym oblastiam nad horizontom,
pri¢om oblast (alebo oblasti) pod horizontom nie je potrebné brat do uvahy. Toto spojenie sa nazyva
Einsteinov—Rosenov most.



3. V Schwarzschildovej metrike pod horizontom, r < r,

1
ds? = — ——dr® + (22 = 1) d® + 12d9% + 1* sin® 97,
41 r
r

prejst od Casovej stradnice r k ¢asovej stradnici T' = T'(r) s po¢iato¢nou podmienkou T'(r,) =0 a
priestorovu stradnicu ¢ premenovat na R (Kvoli zmene znamienka g;; a g, maja saradnice ¢t a r
pod horizontom vymenené ulohy.) tak, aby metrika nadobudla tvar

ds* = —dT? + q(T)*dR? + r(T)? (d¥? + sin® ¥d¢?) .

Casopriestor pod horizontom teda zodpoveda vesmiru s priestorovou geometriou topolégie R x S2,
ktorého anizotropné rozpinanie alebo zmrstovanie je popisané dvomi funkciami ¢(7) a (7). Je to
metrika typu Kantowski—Sachs. Prevodovy vztah medzi ¢asovymi sturadnicami 7" a r by mal vyjst

T=Vivi—7+ arctg\/1/7 — 1, kde f:T/rg ar=r/ry.

4. Nakreslit spravanie sa funkcii ¢(T) a 7(T') z predchadzajaceho bodu. Ukazat, Ze singularita Schwarz-
schildovej metriky zodpoveda ¢asu Tiing = (7/2)r4. Ako sa sprava rozpinanie vesmiru pod horizontom
v okoli hrani¢nych ¢asov T = 0 a T = Ting? Funkcie ¢(T) ar(T") by mali byt monoténne s hrani¢nymi
hodnotami ¢(0) = 0, ¢(Ting) — 00, 7(0) = 74, r(Tiing) = O.

Pr. 3 Relativistickd hviezda s tlakom imernym hustote energie: V jednotkach, kde nielen ¢ = 1, ale aj

x = 1, maju rovnice pre relativistické hviezdy tvar

e (p+p)m+dapr®) A (go0) ,m + dapr? () T

m' @ 4 pr? —_
’ r(r — 2m) A r(r—2m)’ r—2m’

d
(éiarka oznacuje o A= —go, B= 9rr> .
r

Uvazujme hviezdu zloZenu z latky so stavovou rovnicou p (s1av) wp, kde w je konstantny pomer tlaku a
hustoty energie. Ulohou je:

1. Ukazat, Ze rovnice (#), (tov), (goo), (gr-) maju l-parametricka $kalovaciu symetriu vzhladom na
zameny r — ar, p — bp (aj p — bp), m — cm, teda konStanty a, b, ¢ zavisia iba od jedného
parametra.

m . d d ;
2. Overit, ze veli¢iny © = —, y = 4mpr? a derivéacia () = FITT RS su tiez invariantné vzhladom
nr r

na Skélovaciu symetriu najdeni v predchadzajicom bode.

3. S vyuzitim rovnic (#), (rov), (stav) odvodit sistavu rovnic pre veli¢iny x, y,

w+1x+ wy
w 1—2zx

=y —ux, g)z(?

4. Najst rieSenie sustavy rovnic z predchadzajiceho bodu zodpovedajuce kongtatnym veli¢inam x, y.

5. RieSenie najdené v predchadzajucom bode prepisat do povodnych premennych. Malo by vyjst
S
42’ 4rr?’
Hviezda nemé ostro definovany povrch, pretoze jej hustota s radidlnou stradnicou postupne klesa,

a jej hustota energie v centre diverguje.

m=~¢&r, p= kde ¢ je konStanta dana parametrom w.

6. Po dosadenti rieseni z predchadzajiceho bodu do rovnic (gog), (g) odvodit A oc r#w/(w+l) B —
=1/(1—2¢). Konstantu amernosti pri funckii A tu nie je mozné pecifikovat pomocou Newtonovkej
limity.

7. Ukézat, ze pre hviezdu zlozenu z latky s pomerom tlaku k hustote energie rovnakym ako foténovy
plyn, w = 1/3, ktorej povrch je dany rukou zadanym ostrym orezanim, vychadza vztah pre jej
polomer R/r, = 7/3. (Vyuzit ry = 2M = 2m(R).)




