-o | Sada 12: Gravitacné viny & Cervia diera | -

Pr. 1 Energia vyZarovand gravitacngmi vinami: Vykon gravitaénych vin sa pocita ako
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= 457D”DU7 kde D;; = Zm(a) (395%(1):13{@) - 5ijr(2a)) je kvadrupélovy moment.
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Ulohou je:

1. Vypocitat kvadrupdlovy moment pre dvojicu (bodovych) objektov s hmotnostami my a mo, ktoré
okolo seba obiehaji po kruhovych drahach. UvaZovat, Ze ich obeh je rovnaky ako v Newtonovej teorii,
¢o je pre velku vzdialenost objektov v porovnani s ich gravitaénymi polomermi rozumné pribliZenie.

2. Ukazat, ze po dosadeni kvadrupolového momentu z predchadzajiceho bodu do vztahu pre vykon
gravitaénych vin vychadza
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3 pirtw, kde p= % je redukovand hmotnost,
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r je vzdialenost medzi objektmi a w je frekvencia ich obehu.

3. Vypocitat kolko energie sa vyZiari gravitaénymi vlnami za dobu jedného obehu dvoch rovnakych
telies s kruhovymi drahami, ktorych hmotnosti st desatnasobkom hmotnosti Slnka Mg = 2-10%° kg,
my = my = 2-103! kg, ak okolo seba obiehajii vo vzdialenosti rovnej desatnasobku ich gravita¢nych
polomerov, r = 10 - 2k(10My)/c?. Vzdialenost medzi telesami by mala priblizne vyjst 297,8 km,
frekvencia ich obehu 318.6 s~! a vyZiarena energia zhruba 0,016 M c?.

Pr. 2 Sendvicovd gravitaénd vina: Vo svetelnych suradniciach v a v definovanych ako
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m3 Minkowského metrika ds? = —dt? +dx? + dy? +dz? tvar ds®> = —2dudv +dy? +dz%. Uvazujme metriku,
ktora Minkowského metriku zovSeobeciuje,

u =

ds* = —2dudv — 2f (u,y, 2)du® + dy* + dz?,
teda pre f = 0 méme g,, = M- Ulohou je:

1. Ukézat, Ze nenulové nezavislé komponenty Christoffelovych symbolov st
1—‘uuu = _f,ua FuuA = _f,Aa FAuu = f,A7 kde A= Y, z.

2. Ukazat, ze prva Cast vzorca pre vypocet komponent Riemannovho tenzora, ktord ma vsetky alge-
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braické symetrie kompletného Riamannovho tenzora, wa)aB = i(g”ﬁ’m + GvauB = Guaws — GuB.ua);

déva nenulové nezavislé komponenty Rfﬂu 5= faB.

3. Ukazat, ze druhé ¢ast vzorca pre vypocet komponent Riemannovho tenzora Rfu)a 5= 9 (T pval'oup—

—TI',.8l0pua) vychadza nulovd. Komponenty inverznej metriky, ktoré tu treba pouzit, by mali byt
g =0,9""=-149"=2f, g% =97 =1

4. Pomocou vysledkov z predchéadzajicich dvoch bodov, R,.qa5 = R;(tlv)aﬁ + Rfu)a,@” vypocitat kompo-

nenty Ricciho tenzora. Jedind nenulova komponenta by mala vyjst Ruw = f a4 = fyy + [ 22
5. Overit, Ze rieSenie Einsteinovych rovnic vo vakuu, R, = 0, zodpoveda funkcii f v tvaroch
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6. Ukazat, Ze pre prvé riefenie z predchadzajuceho bodu plati Ry2u2 = —Ru3us @ Ry243 = 0, a pre druhé
rieSenie jedine R,2,3 # 0. Ked'Ze pre gravita¢né viny dané malou poruchou metriky, g, = 9. +huv,
plati Rino ~ —(1/2)h;j 00, tak prvé rieSenie posobi na testovacie Castice (cez rovnicu geodetickej
deviécie) rovnakym sposobom ako gravitatna vlna s polarizaciou @ siriaca sa v smere osi x, pre
ktora iba hoy = —hss # 0, a druhé rieSenie ako gravita¢na vlna s polarizaciou ®, kde jedine hog # 0.

Vakuové rieSenie Einsteinovych rovnic, ktoré sme v tomto priklade nasli, sa nazyva Sendvifova gravi-
ta¢na vlna. Na rozdiel od oby¢ajnej gravitacnej viny tu nebolo potrebné predpokladat malost funkcie f.
Okrem dvoch najdenych rieSeni pre funkciu f existuje aj tretie, f = ay + bz + ¢, ale prislicha mu nulovy
Riemannov tenzor a metrika s takouto funkciou f je len Minkowského metrika prepisand do krivociarych
saradnic.

Pr. 3 Cervia diera s nekonecne kratkym ustim: Uvazujme Casopriestor s metrikou
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ds* = —dt* + dr® + f(r)? (d9® +sin® ¥d¢®), kde f(r) = { ,
pri¢om radialna suradnica r moze nadobudat aj zaporné hodnoty. Takyto utvar nazyvame Eervia diera,
pricom sa daji uvazovat Gervie diery aj so zlozitejsou metrikou. Ulohou je:

1. Rozmysliet si, Ze ide o metriku popisijicu dvojicu Minkowkych ¢asopriestorov bez oblasti vo vnutri
sféry s polomerom a, pricom tieto dva Minkowského Gasopriestory zdielaju ten isty povrch takejto
sféry. Cestovatel by mohol prejst z jedného Minkowského ¢asopriestoru do druhého (alebo do vzdia-
lenej oblasti v tom istom Casopriestore) prekrofenim povrchu sféry, ktory tieto ¢asopriestory (alebo
vzdialené oblasti) spaja.

2. Rozmysliet si, ze vo vypoctoch komponent Riemannovho, Ricciho a Einsteinovho tenzora, prip.
skalarnej krivosti staci brat do uvahy iba také vyrazy, ktoré obsahuju dvojnasobnu derivaciu podla
stradnice r, pretoze f”(r) = 26(r — a).

3. Vypocitat komponenty Ricciho tenzora (., = égaﬁ (0m108 + 9800 — 9ap pw — Tuwap) +T-T), KtOTé obsahuji
Diracovu delta funkciu. Nenulové komponenty by mali vyjst R, = —4a~16(r—a), Rgy = —2ad(r—a),
R¢¢ = ng Sin2 .

4. 7 ( )y komponenty Einsteinovych rovnic odvodit hustotu energie hmoty budiacej metriku Gervej
diery, ktora by mala vyjst p = —(1/27ka)d(r — a), a ukizat, ze celkovd hmotnost Cervej diery sa
d4 v nasobkoch hmotnosti Zeme priblizne pocitat ako M ~ —450Mzem (a/1m). Najprv ukazat, 7e v
jednotkach s ¢ = 1 sa hodnota obratenej gravitaénej konstanty priblizne rovna &~ '=225M7zemm
(sta¢i poznat Ryzem=06,38 - 10°m, ¢=9.81ms™2, ¢=3 - 108ms™1).

Na vytvorenie Cervej diery je potrebné pouzit latku so zapornou hmotnostou. Cestovanie cez Cervie diery
ako aj iné sposoby cestovania prekonavajice limity dané rychlostou svetla navysSe ved na moznost cestovat
dozadu v case.




