
· • Sada 13: Príprava na skú²ku • ·

Pr. 1 4-rýchlos´: Nájdite 4-rýchlos´ hmotnej £astice vyjadrenú cez jej vlastný £as, ak sa pohybuje po
sveto£iare danej predpisom x = (2/3)

√
At3/2, y = z = 0 v Minkowského £asopriestore s metrikou ds2 =

= −dt2 + dx2 + dy2 + dz2.

Výsledky: uµ =

(
1−

3A

2
τ

)−1/3

δµt +

√(
1−

3A

2
τ

)−2/3

− 1δµx

Pr. 2 Rotujúca £ierna diera: Rie²enie Einsteinových rovníc vo vákuu zodpovedajúce zdroju s hmotnos´ou
M a s momentom hybnosti L = Ma2 je Kerrova metrika ds2 = −dt2 + 2κMr(dt− a sin2 ϑdφ)2/(r2+

+a2 cos2 ϑ) + (r2 + a2) sin2 ϑdφ2 + (r2 + a2 cos2 ϑ)(dr2/(r2 − 2κMr + a2) + dϑ2). Nájdite £ervený posun
fotónu vyslaného z miesta r = R, φ = φ1, ϑ = π/2 a zachyteného v mieste r = R, φ =NaN, ϑ = 0. V
²peciálnom prípade, kde vo vhodných jednotkách κM = 2a = 2, nájdite Kerrovu metriku v ekvatoriálnej
rovine (ϑ = π/2), vypo£ítajte synchroniza£ný £as po kruºnici v ekvatoriálnej rovine s polomerom R a
nájdite priestorovú metriku dl2 (£asopriestorová metrika indukovaná na nadplochy kon²tantného synchro-
nizovaného £asu, ds2 = g00dt

2
synch + dl2) v ekvatoriálnej rovine.

Výsledky: z =
λ2

λ1

−1 =

√
R(R2 − 2κMR + a2)

(R2 + a2)(R− 2κM)
−1, ds2 = −dt2 +

4

r
(dt−dφ)2 +(r2 +1)dφ2 +

r2

r2 − 4r + 1
dr2, tsynch = t+

8π

R− 4
6=

6= t =⇒ £as sa nedá synchronizova´, dl2 =
r2

r2 − 4r + 1
dr2 +

r4 − 4r3 + r2 + 48

r(r − 4)
dφ2

Pr. 3 Kozmická struna v kozmickej strune: �asopriestorová metrika ds2 = −dt2 + dr2 + f(r)2dφ2 + dz2,
kde 2πf(r) = (2π−α1)r pre r < R a 2πf(r) = (α2−α1)R+(2π−α2)r pre r > R je metrikou £asopriestoru,
ktorý je vo vnútri valcovej oblasti s polomerom R £asopriestorom kozmickej struny s uhlovým de�citom α1

a pre ve©ké radiálne súradnice r � R sa limitne blíºi ku kozmickej strune s uhlovým de�citom α2. Nájdite
tenzor energie-hybnosti na hranici nadpájania dvoch kozmických strún, kde r = R. (Ricciho tenzor sa dá
po£íta´ ako Rµν = (1/2)gαβ(gαν,µβ + gµβ,αν − gαβ,µν − gµν,αβ) + Γ · Γ.)
Výsledky: Ttt|r=R = −Tzz|r=R = −

1

8πκ

α1 − α2

2π − α1

δ(r − R)

R

Pr. 4 Ohyb dráhy ve©mi rýchleho projektilu: Vypo£ítajte dominantný príspevok k uhlu ohybu hmotnej
£astice s rýchlos´ou v ∼ 1 a s ve©kým zámerným parametrom b na slabom zdroji, ktorému prislúcha
Newtonovský potenciál φ = −κM/r, (b� κM).
Výsledky: α ≈

(
1 +

1

v2

) ∞∫
−∞

dx (φ,y)y=b =

(
1 +

1

v2

)
2κM

b

Pr. 5 Tretí Keplerov zákon: Nájdite uhlovú rýchlos´ obiehania hmotnej £astice po kruhovej dráhe vo
Schwarzschildovej metrike z poh©adu súradnicového aj vlastného £asu £astice. (Postupov je viac, ke¤ºe
máme viacero pouºite©ných rovníc, uµuµ = −1, ut =kon²t., uφ =kon²t., V ′e� = 0, Ve� = Ee�, r̈+Γrµν ẋ

µẋν =

= 0.)

Výsledky:
dφ

dt
=

√
1

2

rg

r3
� rovnako ako tretí Keplerov zákon v Newtonovskej mechanike,

dφ

dτ
=

(
1−

3

2

rg

r

)−1/2 dφ

dt

Pr. 6 Elektricky nabitá £ierna diera: Rie²enie Einsteinových rovníc v elektrickom poli bodového náboja
Q je Reissnerova�Nordströmova metrika ds2 = −(1−rg/r+r2

Q/r
2)dt2 +(1−rg/r+r2

Q/r
2)−1dr2 +r2(dϑ2+

+ sin2 ϑdφ2), kde rg = 2κM a r2
Q = κQ2/4πε0. V tejto metrike odvo¤te z rovnice geodetiky pohybovú

rovnicu pre ve©mi pomaly sa pohybujúce £astice (|ẍi| � |ẍ0|), nájdite zrýchlenie stojaceho pozorovate©a
(aa = (ln

√
−g00),a) a ukáºte, ºe tieto dva výsledky sú v súlade, teda zrýchlenie ve©mi pomalej £astice je

pribliºne rovnako ve©ké ako zrýchlenie stojaceho pozorovate©a.

Výsledky: ẍi ≈ −
1

2

(
rg

r2
− 2

r2Q

r3

)
xi

r
, aa =

1

2

(
1−

rg

r
+
r2Q

r2

)−1/2(
rg

r2
− 2

r2Q

r3

)
δr̂a, súlad týchto dvoch výsledkov vidno aº po

prepísaní pohybovej rovnice cez repérnu radiálnu súradnicu,
√
grrdr

2 = dr̂2, potom ¨̂r ≈ −ar̂.

Pr. 7 �TR v repérnych súradiciach: Pozorovate© sa pohybuje po sveto£iare danej predpisom xµ = xµ0
(
t̃
)

a nesie si so sebou repér e µ
a

(
t̃
)
, na ktorý sú natiahnuté repérne priestorové súradnice x̃a. �alej vieme

(predná²ka � zrýchlený pozorovate©), ºe zrýchlenie aa a uhlová rýchlos´ ωa ≡ (1/2)εabcωbc pôsobiace na
pozorovate©a súvisia s £asovými deriváciami jeho repérnych vektorov, ė0 = aaea, ėa = aae0 + ωabeb.
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Prepí²te Minkowského metriku ds2 = −dt2 + d~x2 do repérnych súradníc a nájdite oblas´, v ktorej sú tieto
súradnice dobre de�nované v ²peciálnom prípade s ~a = a~ex̂, ~ω = ω~eŷ.
Výsledky: ds2 =

[(
1 + ~a · ~̃x

)2
−
(
~ω × ~̃x

)2
]
dt̃2−2

(
~ω × ~̃x

)
·d~̃xdt̃−d~̃x2

, oblas´ sp¨¬ajúca podmienku 1+a2x2+2ax−ω2z2−ω2x2 > 0,

pre ω > a je rez tejto oblasti rovinou x-z vnútraj²kom elipsy a pre ω < a sú to dve oddelené oblasti za dvomi vetvami hyperboly.

Pr. 8 Uhlová rýchlos´ v Gödelovej metrike: Vo vhodných jednotkách, kde ω =
√

2, má Gödelova me-
trika tvar ds2 = −dt2 + dr2 +

(
sh2r − sh4r

)
dφ2 − 2

√
2sh2rdφdt+ dz2. Ukáºte, ºe jej priestorová metrika(

γij = gij − g0ig0j
g00

)
obsahuje Loba£evského roviny, dl2 = (1/4)

[
d(2r)2 + sh2(2r)dφ2

]
+ dz2, a uhlová rý-

chlos´ stojaceho pozorovate©a je ~ω =
√

2~eẑ. (Vz´ah z predná²ky je ωab = −
√
−g00(−g0i/g00),je

i
[a e

j
b] ,

pri£om priestorové zloºky repéru ea nesmú tr£a´ do £asového smeru, takºe ich komponenty sa dajú priamo
od£íta´ z komponent priestorovej metriky γij merajúcej vzdialenosti na nadplochách kon²tantného syn-
chronizovaného £asu.)
Výsledky: Vyjde to.

Pr. 9 Svetelné lú£e v Gödelovej metrike: V £asopriestore s metrikou ds2 = (2/ω2)(−dt2 + dr2 + (sh2r−
−sh4r)dφ2 − 2

√
2sh2rdφdt+ dz2) nájdite závislos´ t(r) a φ(r) pre svetelný lú£ v rovine z = kon²t., ktorý

prechádza po£iatkom r = 0. Ukáºte tieº, ºe svetelný lú£ vyslaný z po£iatku nepresiahne r = arcsh1, ale
obráti sa a vráti sa naspä´ do po£iatku.
Výsledky: t = t0 +

√
2arctg

√
2shr√

1−sh2r
− arcsin (shr), φ = φ0 + arcsin

(√
2thr

)
, v¤aka limite lim

shr→1−
dφ
dr = +∞ vidno, ºe rie²enia

treba spojito nadpája´ tak, ºe svetelné lú£e sú uzavreté krivky.

Pr. 10* Rotácia zdroja v post-Newtonovskom priblíºení: Ukáºte, ºe v £asopriestore s metrikou gµν = ηµν+

+hµν , kde hµν je malá a pomaly sa meniaca porucha, ( )0i komponenta Einsteinových rovníc do prvého
rádu poruchovej teórie dáva rovnicu 4~g − ~∇(~∇ · ~g) = 16πκρ~v, kde komponenty ~g sú −g0i/g00 a ρ a ~v sú
hustota energie a rýchlos´ látky zakrivujúcej £asopriestor. Vo vhodných £asopriestorových súradniciach
sa táto rovnica redukuje na 4~g = 16πκρ~v, £o sa dá rie²i´ cez Greenovu funkciu. Ukáºte, ºe v ´aºiskovej
sústave látky (

∫
ρ~vd3x = 0) v oblasti ¤aleko od zdroja (r � hranica integrovania v

∫
· · · d3x) sa po

ustrednení cez periódu periodického pohybu zdroja (d(xixj)/dt = 0) rie²enie tejto rovnice redukuje na
~g = (2κ/r2)~n× ~L, kde ~L =

∫
ρ~r × ~vd3x je moment hybnosti zdroja.

Výsledky: Vyjde to.

Pr. 11* Precesia takmer kruhovej dráhy: Vypo£ítajte, o ko©ko sa sto£í periastrum za jeden obeh planéty
okolo hviezdy po takmer kruhovej dráhe s polomerom dráhy porovnate©ným s gravita£ným polomerom
hviezdy. (H©ada´ geodetiku pre hmotnú £asticu v Schwarzschildovej metrike, £o dáva rovnicu Ee� =

= (1/2)ṙ2 + Ve�(r). Namiesto h©adania presne kruhovej dráhy, ktorá zodpovedá minimu Ve�, h©ada´ iba
pribliºne kruhovú dráhu. Na to sta£í Taylorov rozvoj Ve� do druhého rádu v odchýlke od minima r − r0.
Skombinovaním rovnice Ee� = (1/2)ṙ2 + Ve�(r) s rovnicou uφ = kon²t. pre vhodne zavedenú premennú
x = 1/r moºno odvodi´ rovnicu d2(x−x0)/dφ2 = −(1− 3rgx0)(x−x0) +O(x−x0)2, £o je v uvaºovanom
priblíºení iba rovnica harmonického oscalátora.)

Výsledky: ∆φ = 2π

 1√
1− 3

rg

r

− 1



Pr. 12* Ú£inný prierez £iernej diery: Vypo£ítajte minimálny zámerný paramater svetelného lú£a bmin,
pri ktorom fotón po priblíºení sa k £iernej diere môºe uniknú´ do nekone£na, a ur£te ú£inný prierez pre zá-
chyt fotónov σ. (Zámerný parameter b sa ¤aleko od po£iatku, kde sa Schwarzschildova metrika redukuje na
Minkowského metriku, dá napísa´ cez zachovávajúce sa veli£iny ako b = L/P = (L/m0)/

√
(E/m0)2 − 1 =

= [limm0→0] = uφ/
√
u2

0 − 1. Nezápornos´ ṙ2 = 2(Ee� − Ve�), £o znamená neotá£anie znamienka ṙ a teda
neodvratný pád na £iernu dieru, potom v limite m0 → 0 resp. uφ → ∞ dáva podmienku tvaru b ≤ f(r)

pre ∀r, alebo ak ∃r také ºe b > f(r), tak namiesto pádu na £iernu dieru fotón dosiahne minimálne r, kde
ṙ = 0, a potom sa od £iernej diery za£ne opä´ vz¤a©ova´.)
Výsledky: σ = πb2min =

27

4
πr2g

2


