. ‘ Sada 13: Priprava na skusku | e-

Pr. 1 4-rgchlost: Najdite 4-rychlost hmotnej Gastice vyjadrentu cez jej vlastny cas, ak sa pohybuje po
svetoCiare danej predpisom x = (2/3)v/At?/?, y = 2 = 0 v Minkowského ¢asopriestore s metrikou ds? =
= —dt? +dz? + dy? + dz>.

3A \ /3 3A N\ ~%/3
Vysledky: ut = (1 — —T) 5+ \/(1 - 77.) — 1568
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Pr. 2 Rotujica ¢ierna diera: RieSenie Einsteinovych rovnic vo vikuu zodpovedajuce zdroju s hmotnostou
M a s momentom hybnosti L = Ma? je Kerrova metrika ds? = —dt? + 2eMr(dt — asin® 9d¢)?/(r>+
+a? cos? ¥) + (r? + a?) sin® 9dp? + (12 + a® cos® V) (dr? /(r?> — 26 Mr + a?) 4 d¥?). Najdite ¢erveny posun
foténu vyslaného z miesta r = R, ¢ = ¢1, ¥ = 7/2 a zachyteného v mieste r = R, ¢ =NaN, ¢ = 0. V
Specidlnom pripade, kde vo vhodnych jednotkidch kM = 2a = 2, ndjdite Kerrovu metriku v ekvatoridlnej

rovine (¢ = m/2), vypocitajte synchronizatny ¢as po kruznici v ekvatoridlnej rovine s polomerom R a
najdite priestorovii metriku di? (¢asopriestorovd metrika indukovana na nadplochy kongtantného synchro-
nizovaného ¢asu, ds? = goodtsgynch + dI?) v ekvatorilnej rovine.

Ao R(R? — 2kMR + a?) R 5 4 s o 5 r? R 87
Vysledky: z = —~ —1 = —1,ds? = —dt* + —(dt—d 1)d ———————dr?, toyneh =t
L Y \/(R2+a2)(R—2nM) ? (A=A (T AT T A benen = U T #
2 4 3 2
—4 48
#t = ¢as sa neda synchronizovat, dI® = o) 77,47“ > ldrz + r ’I”ZT J: Z) + d¢p?

Pr. 3 Kozmickd struna v kozmickej strune: Casopriestorové metrika ds? = —dt? + dr? + f(r)2de? + dz2,
kde 2nf(r) = 2mr—ay)rprer < Ra2rf(r) = (ag—a1)R+(2m—az)r pre v > R je metrikou Gasopriestoru,
ktory je vo vnutri valcovej oblasti s polomerom R ¢asopriestorom kozmickej struny s uhlovym deficitom o
a pre velké radialne suradnice r >> R sa limitne blizi ku kozmickej strune s uhlovym deficitom as. Najdite
tenzor energie-hybnosti na hranici nadpéjania dvoch kozmickych strin, kde » = R. (Ricciho tenzor sa da
pocitat ako Ry, = (1/2)9%" (Gav,up + gus.ov — Japw — Juvas) + 1T

) ay —as 6(r — R)
Vysledky: Tit|,—p = —Tezl,—p = — _

87K 2T — a1 R

Pr. 4 Ohyb drdhy velmi rijchleho projektilu: Vypocitajte dominantny prispevok k uhlu ohybu hmotnej

Castice s rychlostou v ~ 1 a s velkym zamernym parametrom b na slabom zdroji, ktorému prislicha
Newtonovsky potencidl ¢ = —kM/r, (b>> xM).
Vysledhy: a ~ <1 T v%) T da D)y = (1 N v%) 26 M

b

Pr. 5 Treti Keplerov zikon: Najdite uhlova rychlost obiehania hmotnej Gastice po kruhovej drahe vo
Schwarzschildovej metrike z pohladu stradnicového aj vlastného ¢asu Castice. (Postupov je viac, kedZze

mame viacero pouzitelnych rovnic, u,u* = —1, u; =konst., ug =konst., V/z = 0, Veg = Eer, R MR
=0.)
. do 1ry d¢ 371, —1/2 de
Vysledky: — = 4/ — — — rovnako ako treti Keplerov zdkon v Newtonovskej mechanike, — = (1 — - — —
— dt 273 dr 2 r dt

Pr. 6 Elektricky nabitd ¢ierna diera: RieSenie Einsteinovych rovnic v elektrickom poli bodového naboja
Q je Reissnerova-Nordstrémova metrika ds* = —(1—ry/r 473 /r?)dt* + (1 =7, /r+73 /r*) " dr? +-73(d0*+
+sin® 9dp?), kde r, = 2kM a ry = KQ?/4meg. V tejto metrike odvod'te z rovnice geodetiky pohybovi
rovnicu pre velmi pomaly sa pohybujice ¢astice (|#| < |i°|), najdite zrychlenie stojaceho pozorovatela
(aq = (In\/—goo),a) a ukdzte, zZe tieto dva vysledky su v stlade, teda zrychlenie velmi pomalej castice je
priblizne rovnako velké ako zrychlenie stojaceho pozorovatela.

. 1 /(r T2 zt 1 r T2 -1z T re
Vgsledky: &' ~ —= | 2 —2-2 ) 2 4, 1-9 4.9 19 _9-9 ) 54, salad tychto dvoch vysledkov vidno a% po
— 2\ r2 r3 r 2 r r2

prepisani pohybovej rovnice cez repérnu radialnu saradnicu, \/g,ydr? = d7?, potom 7 X —ap.

Pr. 7 STR v repérnych siradiciach: Pozorovatel sa pohybuje po svetoCiare danej predpisom z# = xf (f)
a nesie si so sebou repér e,* N) na ktory st natiahnuté repérne priestorové suradnice z* DaleJ vieme
(prednaska — zrychleny pozorovatel), Ze zrychlenie a, a uhlova rychlost w, = (1/2)eapcwse pOsobiace na

pozorovatela suvisia s ¢asovymi derivaciami jeho repérnych vektorov, ¢y = ae€q, €4 = Aq€o + WabCh.



Prepiste Minkowského metriku ds? = —dt? + d&? do repérnych stradnic a najdite oblast, v ktorej su tieto
stradnice dobre definované v 3pecidlnom pripade s @ = aéz, & = wej.

=\ 2 =\ 2 = - o~ - -
Visledky: ds? = [(1 +a- 5) - (@ x 5) ] diz—2 (w x ‘:z) -dZdT—d3”, oblast spifiajica podmienku 14+a2z2+2az—w?22 —w?z? > 0,

pre w > a je rez tejto oblasti rovinou x-z vnutraj$kom elipsy a pre w < a st to dve oddelené oblasti za dvomi vetvami hyperboly.

Pr. 8 Uhlovd ryjchlost v Gédelovej metrike: Vo vhodnych jednotkach, kde w = /2, ma Godelova me-
trika tvar ds? = —dt? + dr? + (sh2r — sh47’) d¢? — 2/2shrdedt + dz2. Ukaite, Ze jej priestorova metrika
('Yij =gij — M) obsahuje Lobacevského roviny, di? = (1/4) [d(2r)? + sh®(2r)d¢?] + dz?, a uhlové ry-

goo

chlost stojaceho pozorovatela je & = v/2€z. (Vzfah z prednasky je wep = — —goo(—gOi/goo)’je[aieb}j,
pri¢om priestorové zlozky repéru e, nesmi tréat do ¢asového smeru, takze ich komponenty sa daju priamo
od¢itat z komponent priestorovej metriky ~;; merajicej vzdialenosti na nadplochach konstantného syn-
chronizovaného ¢asu.)

Vysledky: Vyjde to.

Pr. 9 Svetelné lice v Gidelovej metrike: V Casopriestore s metrikou  ds? = (2/w?)(—dt? + dr? + (sh?*r—
—sh*r)d¢? — 2v/2sh*rd¢dt + dz?) najdite zavislost t(r) a ¢(r) pre svetelny la¢ v rovine z = kongt., ktory
prechadza pociatkom r = 0. UkaZte tiez, Ze svetelny la¢ vyslany z pociatku nepresiahne r» = arcshl, ale
obrati sa a vrati sa naspét do pociatku.

Vysledky: t = to + ﬁarctg\/{% — arcsin (shr), ¢ = ¢o + arcsin (\/ithr), vdaka limite lim % = 400 vidno, Ze riesenia
— —s r shr—1—
treba spojito nadpajat tak, Ze svetelné lace st uzavreté krivky.

Pr. 10* Rotdcia zdroja v post-Newtonovskom priblizeni: Ukazte, ze v Casopriestore s metrikou g,,, = 1, +

+h,, kde hy,, je mald a pomaly sa meniaca porucha, ( )o; komponenta Einsteinovych rovnic do prvého
radu poruchovej teorie déva rovnicu Ag — 6(6 - §) = 167k pt, kde komponenty § si —go;/goo @ p a U st
hustota energie a rychlost latky zakrivujucej Casopriestor. Vo vhodnych ¢asopriestorovych suradniciach
sa tato rovnica redukuje na AgG = 167kp0, ¢o sa da riesit cez Greenovu funkciu. Ukéazte, Ze v taziskovej
sustave latky ([ ptvd3z = 0) v oblasti daleko od zdroja (r > hranica integrovania v [---d®z) sa po
ustredneni cez periédu periodického pohybu zdroja (d(x;x;)/dt = 0) rieSenie tejto rovnice redukuje na
d= (2k/r%)ii x L, kde L = [ pF x ¥d3z je moment hybnosti zdroja.

Vysledky: Vyjde to.

Pr. 11* Precesia takmer kruhovej drihy: Vypocitajte, o kol'ko sa stoéi periastrum za jeden obeh planéty
okolo hviezdy po takmer kruhovej drahe s polomerom dréhy porovnatelnym s gravitaénym polomerom
hviezdy. (Hladat geodetiku pre hmotnu Gasticu v Schwarzschildovej metrike, ¢o dava rovnicu Eett =
= (1/2)7? 4 Veg(r). Namiesto hladania presne kruhovej drahy, ktora zodpoveda minimu Vg, hladat iba
priblizne kruhovi drahu. Na to staci Taylorov rozvoj Vg do druhého radu v odchylke od minima r — rg.
Skombinovanim rovnice g = (1/2)7% + Veg(r) s rovnicou ug = konst. pre vhodne zavedent premennii
z = 1/r moZno odvodit rovnicu d?(x — x¢)/d¢? = —(1 — 3ryzo)(x — z0) + O(z — 20)?, €0 je v uvazovanom
priblizeni iba rovnica harmonického oscalétora.)

1
Vysledky: A¢p =27 | —— — 1
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Pr. 12* Ucinny prierez ciernej diery: VypoCitajte minimalny zamerny paramater svetelného laca bmin,
pri ktorom fotén po pribliZeni sa k ¢iernej diere moze unikniat do nekone¢na, a urcte a¢inny prierez pre za-
chyt foténov o. (Zamerny parameter b sa daleko od pociatku, kde sa Schwarzschildova metrika redukuje na
Minkowského metriku, d& napisat cez zachovavajuce sa veli¢iny ako b = L/P = (L/mo)//(E/mg)? =1 =
= [limy,—0] = ug/+/ug — 1. Nezépornost 7? = 2(Ee — Vo), €0 znamend neotafanie znamienka 7 a teda
neodvratny pad na ¢iernu dieru, potom v limite my — 0 resp. uy — oo déva podmienku tvaru b < f(r)
pre Vr, alebo ak 3r také ze b > f(r), tak namiesto padu na ¢iernu dieru foton dosiahne minimélne 7, kde
7 =0, a potom sa 0(3 Gernej diery za¢ne opat vzdalovat.)
2 2
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Visledky: o = wbj;, = VL




