
· • Sada 0: Úlohy na vypracovanie po£as semestra • ·

Pr. 1 Dopplerov jav: Subjektívny £as, ktorý uplynie na hodinách pozorovate©a po£as ur£itého úseku jeho
sveto£iary, je daný d¨ºkou tohto úseku meranou £asopriestorovou metrikou,

τ2 − τ1 =

σ2∫
σ1

dσ

√
−gµν(x(σ))

dxµ

dσ

dxν

dσ
.

Úlohou je s pomocou tejto pou£ky:
a) Odvodi´ vz´ah pre Dopplerov jav v ²peciálnej teórii relativity. Sta£í uvaºova´ pohyb v jednom rozmere.
b) V £asopriestore s metrikou ds2 = Ω(t, x⃗)2(−dt2+δijdx

idxj) (konformne Minkowského metrika) odvodi´
pomer vlnových dl¨ºok λ2/λ1, ak v £ase t1 a z polohy x = x1, y = y0, z = z0 bol pozorovate©om s okamºitou
rýchlos´ou v⃗1 = dx⃗/dt vyslaný lú£ s vlnovou d¨ºkou λ1 a druhý pozorovate© v £ase t2, v polohe x = x2,
y = y0, z = z0 a s okamºitou rýchlos´ou v⃗2 ho zachytil s vlnovou d¨ºkou λ2. Treba vyuºi´, ºe v konformne
Minkowského £asopriestore majú svetelné lú£e rovnaké geodetiky ako v Minkowského £asopriestore.

Pr. 2 Experiment - meranie M a Λ: De Sitterova � Schwarzschildova metrika daná hmotnos´ou nerotu-
júceho a sféricky symetrického gravitujúceho telesa M a kozmologickou kon²tantou Λ má tvar
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Okolo nerotujúceho sféricky symetrického telesa s polomerom r = r0 = 1000 m obiehajú dva satelity po
kruhových dráhach s r = r1 = 2000 m a r = r2 = 3000 m. Prvý satelit (r = r1) vyslal smerom k telesu,
kolmo na jeho povrch, fotón s vlnovou d¨ºkou λ1. Na povrchu (r = r0) mal fotón vlnovú d¨ºku λ0, tam
sa odrazil, aby ho zachytil druhý satelit (r = r2) s vlnovou d¨ºkou λ2. Namerané hodnoty modrého a
£erveného posunu boli λ0

λ1
− 1 = −1, 30 · 10−10,

λ2

λ1
− 1 = 1, 25 · 10−10.

Úlohou je pomocou týchto hodnôt vypo£íta´ hmotnos´ gravitujúceho telesa M a hodnotu kozmologickej
kon²tanty Λ. Treba vyuºi´, ºe pre satelity obiehajúce po kruhových dráhach platí dφ/dt =

√
Mr−3 − Λ/3.

Pr. 3 Experiment - pokra£ovanie: Uvaºujme situáciu z predchádzajúceho príkladu. Úlohou je:

a) Odvodi´ vz´ah pre kruhové dráhy hmotných telies dφ/dt =
√
Mr−3 − Λ/3.

b) Vypo£íta´ uhol (v uhlových sekundách) medzi sprievodi£mi satelitov v £ase vyslania fotónu prvým
satelitom, aby ho druhý satelit mohol zachyti´ tak, ako v predchádzajúcom príklade, ak oba satelity
obiehali v jednej rovine a jedným smerom. Treba vyuºi´∫ 2
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c) Vypo£íta´ tiaºové zrýchlenie na povrchu telesa (r = r0) z predchádzajúceho príkladu v rámci v²eobecnej
teórie relativity gVTR ako aj v Newtonovskej teórii gravitácie gNewt. a porovna´ tieto dve hodnoty, teda
nájs´ pomer gVTR/gNewt..
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; 6, 733 · 1020kg; 3 · 10−17m−2; 1, 8′′; gVTR = 44 039 m s−2 = 0, 98 gNewt.

Kaºdá úloha má rovnakú váhu ako úlohy, ktoré sa robia na cvi£ení. Tieto treba vypracova´ a odovzda´
(sta£í aj fotka v dostato£nom rozlí²ení zaslaná na email) do konca semestra, prípadne do skú²ky.

Otázky k ústnej £asti skú²ky:
1. Opis gravitácie vo VTR - metrický tenzor priestoro£asu, vlastný £as, metrika 3-priestoru a synchroni-
za£ný £as, stacionárna a statická metrika
2. Pôsobenie gravita£ného po©a na látku - matematická formulácia princípu ekvivalencie, pravidlá pre
zostavovanie pohybových rovníc, ideálna kvapalina
3. Budenie gravita£ného po©a - zostrojenie Einsteinovho tenzora, odvodenie Einsteinových rovníc z varia£-
ného princípu, pseudotenzor energie-hybnosti
4. Newtonova limita - de�nícia Newtonovej limity, limita rovnice geodetík a (00)-zloºka metrického ten-
zora, limita Einsteinových rovníc a Einsteinova gravita£ná kon²tanta
5. Postnewtonovské priblíºenie - gravita£ný £ervený posun, ohyb svetla v gravita£nom poli a precesia pe-
rihélia
6. Schwarzschildovo rie²enie - zostrojenie SchR, rovnica hydrostatickej rovnováhy, horizont udalostí a sin-
gularita, Kruskalov diagram
7. Gravita£né vlny - linearizácia Einsteinových rovníc, kalibra£ná vo©nos´ a vlnová rovnica, polarizácia
gravita£ných v¨n, kvadrupólový vzorec


