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Once Upon a 'I1ime in America

<= 'lacoma Narrows Bridge, Seattle, 1940 Ly

o

- 7. november (4 mesiace po otvoreni)

= klucove slova bezného vysvetlenia:
tlmenie, rezonancia, vlastné frekvencie

' d M
:»
I
d

y

= clelom dnesSnej prednasky je pochopenie
prvych dvoch z tychto klacovych slov

= a vsetko, co k tomu budeme potrebovat,
sme sa uz naucil (takze to len pouzijeme)
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[LHO s dalsimi silami

= clelom tejto prednasky je zistit, ako vyzera pohyb LHO, na ktory posobi este
nejaka dalsia sila (jedna z dvoch konkrétnych sil, alebo obidve naraz)

= v pripade jednej z tychto sil (odpor prostredia) st hned teraz vysvetlime, preco
vyzera prave tak, ako vyzera

= v pripade druhej sily (sinusova alebo cosinusova vynucujuca sila) nechame
vysvetlenie az na nasledujicu prednasku

< v obidvoch pripadoch (aj v ich kombinacu) su vysledné pohybové rovnice
linearne diterencialne rovnice s konstatnymi koeficientamai, takze ich budeme
vediet riesit technikami, ktoré uz pozname (a ktoré s1 teraz znovu precvicime)
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odpor prostredla pri malych rychlosuach

/

sila odporu prostredia je vo vseobecnosti komplikovana funkcia rychlosti

rozvo] do laylorovho radu: F(v) x_l_ F(0)v + x

dostatocne malé rychlosti, nulovy odpor v pokOJi, smer prot1 smeru pohybu

/

\/
X4

/
0‘0

toto je ten dokaz, ktory sme slubovali, ked sme skiimali pohyb a volny pad
s odporom prostredia pri malych rychlostiach

/
X4

opat ako pr1 LHO nam laylorov rad dal zo vSeobecnej zavislosti linearnu
(plati len pre malé rychlosti a presne rovnaka argumentacia je za mnohymai
linearnymi zavislostami vo fyzike aj v mnohych inych vedach)
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timenyv LHO

<= LHO s nezanedbateInym odporom prostredia (Co je vlastne kazdy .LHO)

%

= vychylky LHO byvaja malé (ak nie sa dostatocne malé, uz to nie je LHO)

= pr1 malych vychylkach byvaja malé aj rychlosti, cize sila odporu prostredia
bude rovna —yv (linearna zavislost sily od rychlosti pr1 malych rychlostiach)

= pohybova rovnica: mi(t) = — kx(t) — yx(t) resp. mx(t) + yx(¢) + kx(t) = 0

<= linearna diferencialna rovnica s konst. koet. a nulovou pravou stranou




riesenie pohybove] rovnice

= stary dobry recept pre tento typ rovnic: riesenie hladame opat v tvare e*

dosadenim do pohybovej rovnice: mx(t) + yx(t) + kx(t) = 0
dostaneme rovnicu pre a: ma* + ya + k =0
—y-E3] v* — dmk
= riesenie kvadratickej rovnice: A9 = T

<= v$eobecné riesenie: x(f) = c;e™ + c,e™
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prili§ velky odpor y* > 4mk

rieSenia velmi vyrazne zavisia od znamienka vyrazu y* — 4mk
najprv preskimame riesenia v pripade, zZe je tento vyraz kladny

obidve a; , su realne cisla vy —4mk >0 = \/ y> — 4mk je realne &slo

obidve a; , st zaporne y:—dmk <y* => —yx\/y*—4mk <0

vSseobecné riesenie: superpozicia dvoch klesajucich exponencial
(nyjaké kmitanie resp. maximalne jeden prekmit,
inak len doplazenie sa do nuly)
preco je to tak? ukazte na grate alebo mak
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neprili§ velky odpor y* < 4mk

s
y .\/4mk £ y = NS
Tomplexné Gda Hl2 = = E i——— = =+ [ ==
a; » su komplexne Cisla , m om 2m 2m
/ v ° ﬁ . L ShE 2 SPebed ﬁZ
rozumné oznacenia = i T
pricom wy =\ k/m je uhlova frekvencia netlmené¢ho LHO

vSeobecné riesenie: WD —cie e g tie 0

a tak ako minule: x(H) = e (Cl sin wt + C, COS a)t) = ae P cos(wt + @)
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timené kmity:

< su pomalsie (maju mzsiu tfrekvenciu)
ako prislusné netlmené kmaity

<= amplituida kmitov s rasticim casom
exponencialne klesa

= konstanty C,, G, respektive a, ¢
sa urcia z poclatocnych podmienok
(urobte to)

< nepovinna uzitocna domaca uloha:
nakresht grat zavislosti x(¥) a v(¢)

- -

B s * - Rl AT R s W RN

x(t) =a e Pt cos(wt + @)
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| co vieme nahliadnut aj bez riesenia rovnice
| = pri LHO sme aj bez explicitného riesenia pohybovej rovnice vedeli nahliadnut, "
| Ze riesenie bude periodické a grafom bude nejaky typ vlnovky

{

f
;
{

o

- teraz podobne nahliadneme kmitanie s klesajicou amplitidou

| = znova nech je pociatocna poloha x, a pociatocna rychlost nulova
 (takze pr1 nulovom odpore prostredia by sa oscilator dostal az do polohy —x)

= odpor posobi stale proti rychlosti, takze rychlost je cely ¢as mensia ako bez
| odporu, cize oscilator prejde kratsiu drahu, ¢ize sa nedostane az do bodu —x,
| = po jedne] periode (ak vobec prekmitne) sa oscilator nevrati spat do polohy x;
| (jeho vychylka je mensia) a takto to pokracuje aj dale} — amplitiida kmitov klesa
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ILHO s (co)sinusovou vvnucuiucou silou

o

- ako druhé vyznamné rozsirenie jednoduchého LHO budeme uvazovat LHO
bez odporu prostredia, ale s dalsou posobiacou silou F cos Q¢ (F je amplituda,
Q uhlova frekvencia tej sily) (nepovinna uzitocna DU: to 1sté pre silu F sin Q¢ )

<= preco su takéto sily dolezité, to st povieme v nasledujuce) prednaske

o

- pohybova rovnica: mx(t) = — kx(¢t) + F cos Qt resp. mx(t) + kx(t) = F cos Qt

o

- linearna dif. rovnica s konstantnymi koeficientami, s nenulovou pravou stranou

= vSeobecné riesenie rovnice s nulovou pravou stranou pozname (.LHO z minule)
prednasky), takze nam staci najst uz len hocyaké jedno partikularne riesenie
rovnice s nenulovou pravou stranou




pokracovanie riesenia

o

- skiisme uhadnut nejake rieSenie rovnice mix(t) + kx(¢) = F cos Qf

= zjavne dobry napad je nejaky nasobok funkcie cos Qf, cize: x,(¢) = A cos €2
(ak ste ten napad nemali, nevadi — aj tak ho podme preskiimat, oplati sa)

<+ dosadime: —mAQ%*cos Qr + kAcosQt = Fcos Qt

> , F F 1
dostavame: (—mA Q4+ kA — F) cos Qr = () = A

:k—mQ2 m g — Q2

+ partikularne riesenie:  x, (1) = Sy = cos L2
V £ EES LV, : 1
= vseobecné riesenie: S — cosQt + acos(wyt + @)

a)g—Qz m
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| vynutene kmity: x(f) = Acos Qt + acos(wyt + @)

<= pohyb je suctom dvoch kmitani 10.0 - ‘ ‘
75 -
= jedno s frekvenciou @, a amphitadou ‘o ﬁ\ | % |
a danou pociatocnymi podmienkami .‘ ’
(tomuto hovorime vlastné kmity) = “ ' ‘ ? w | | | ' | | # ’
0.0
<= druhé s frekvenciou Q a amplittdou Bk # “ “ # | ‘ ‘ H ' | # ’
= = —  (tzv. vyniitené kmity) 5.0 - v
-15 v v |
< nepovinna uzitocna domaca uloha: 100 1 , | ,
0 20 40 60 8 100 120 140

nakreslit grat zavislosti x(¥) a v(¢)
pre rozne hodnoty parametrov m=1-k—Ft-F=F -0 =00 St




rezonancia

I 1

= pre Q — @, rastie amphtada kmitov — nad vsetky medze
0 m @i — Q2

¢
0’0

prudkému rozkmitaniu oscilatora pre Q — @, sa hovori rezonancia

%

= rezonanciu dositahneme aj malou amplittdou F' s vhodnou frekvenciou €2
= rieSenie sa neda brat vazne pre prilis velké kmity (az nekonecné pre Q = w, )
pre prilis velké vychylky totiz prestane platit priblizenie F(x) ¥ — kx a teda

prestane platit rovnica, ktorti riesime

= realistickeisi opis rezonancie: tlmené kmaity s (co)sinusovou vynucujucou silou
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kvalitativne porozumenie rezonanciu

< znova nech je pociatocna poloha xy a pociatocna rychlost nulova

o

- vynucujuca sila nech je F cos Qf, pricom F nech ma opacné znamienko
ako x, a Q nech je rovnaka ako perioda vlastnych kmitov oscilatora

< pocas prve] polovice periody posobi sila v tom 1stom smere ako rychlost,
c1ze oscilator prejde vacsiu vzdialenost ako by presiel bez vynucujacej sily
(dostane sa dalej ako po —x)

< potom sa to otoci (smer pohybu aj rychlosti) a znova posobi sila v smere

Vvv/ 2

rychlosti, znova 1de o pohyb vyssimi rychlostami ako bez vynucujacej sily
(dostane sa dalej ako po x; a amplitida postupne stale viac a viac narasta)

o a— - . - —— Wl T S LT L o BT MRS &
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timenv LHO s (co)sinusovou vynucujucou silou
<= pohybova rovnica: mi(t) = — kx(t) — yx(t) + F cos Qt
respektive mx(t) + yx(t) + kx(t) = F cos Qt

<= opat linearna diferencialna rovnica s konstantnymi koeficientami
a s nenulovou pravou stranou

= vseobecné riesenie rovnice s nulovou pravou stranou opat uz pozname
(tlmeny LHO), takze nam staci najst uz len jedno (hocijake) partikularne

riesenie rovnice s nenulovou pravou stranou

= sktiste uhadnut nejaké partikularne riesenie
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pokracovanie riesenia

mame uhadnut nejakeé riesenie rovnice mi(r) + yx(¢) + kx(¢t) = F cos €t
napad Acos Q¢ celkom nefunguje (pretoze z neho vznikne aj —Ay€2 sin ¢ )
tak skiisme A’ cos Qr + B’sin (2t

dosadenim dostaneme na lavej strane (pismen je vela, ale postup je jasny):
—m Q% (A’ cos Qt + B'sin Q1) — y Q(A’sin Qt — B’ cos Qf) + k (A’ cos Qt + B’ sin Qf)

C1Ze nasa rovnica vyzera takto:
(—mQ*A' +yQB' + kA —F)cos Qi+ (—mQ*B' —y QA"+ kB')sinQt =0
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dokoncenie riesenia

< superpozicia sinusu a cosinusu je nulova len ak sa nulové koeficienty, takze
f —mQ*A' +yQB +kA'=F

—mQ*B' —yQA' +kB =0

| = 2rovnice o 2 neznamych — vyriesime, aj ked sa nam nechce (privela pismen):

= L

F wi — Q°
m

F y /m
(g — Q%> + (y Q/m)? m

(g — Q%) + (y Q/m)?




v/ /

prehladnejsi zapis

* A'cosQt + B'sinQr = Acos(Qt + @) kde A=vA?+B? tan® =—B'/A’

= partikularne riesenie:
Fim —y /m

xp(t) = A cos(2r + D) R ¢d = arctan : :
\/ (03 — Q22 + (y Q/m)? Ay~

= v§eobecné riesenie: x(7) = A cos(Qt + @) + ae P cos(wt + @)
pricom konstanty a a ¢ sa urcia z pociatocnych podmienok

o

- vlastné kmity s rasticim casom exponencialne zanikajua, vynutené zostavaju

= rezonancila: velké (ale nie nekonecné) kmity pre urcity interval frekvencii €2

- a— B s e e Y R R Vo R LR e X




rezonancia v pripade tlmenych kmitov

< nepovinna uzitocna domaca uloha:
zistite, pre ake Q je A maximalne
(ak ste sa to uz niekde ucili, urobte
to celé portadne pomocou derivacie
funkcie A(Q2); ak to este nepoznate,
tak aspon odhadnite toto maximum
volnym okom z gratu tunkcie A(Q) )

< nepovinna uzitocna domaca tloha:
nakreshit grat zavislosti x(¥) a v(¢)
pre rozne hodnoty parametrov

10.0 -
75
5.0 1

25 1

T T T T

20 40 60 80

—

100

y=0.1 F=1 Q=1 x=1

VO:O




dobra rezonancia

Pomocou rezonancie moZeme dosiahnut vyrazné
vychylky ay posobenim pomerne male) sily, co vie
byt mekedy uzitocné (napriklad pri hoydacke alebo

pri rozozoucant hudobnych ndstrojov).

Rovnace oprsugiice LHO sa vyskytupu nielen
v mechanike, ale aj v inych oblastiach fyziky
(napriklad v elektronike). Rovnaké rovnice maji
rovnaké riesenia, vrdtane rezonancie, ktort mozeme
vyuzit napriklad na zosiliiovanie slabych signdlov.

I e s e e i B T e B i

zla rezonancia

Viéicsinou nechceme pomocou rezonancie prils
rozkmautat” budovu alebo most, ale moze sa to stat
(napriklad ak by vojenska jednotka pochodovala

cez most — prave preto je to zakdzané).

No dobre, ale co mad spolocné jeden jednoduchy
oscildator s mostom a kto kedy videl vojakov
pochodovat sinusovym alebo cosinusovym krokom?
Tymlto otdzkam bude venovand nasledujiica
predndska (ktorou oscildtory uzavrieme).

- a— - S —— B s e e Y R R Vo R LR e X




par slov ku komplexnym cislam

<= podobne ako mnoho inych veci, aj partikularne riesenie pre tlmeny LHO
s (co)sinusovou vynucujuacou silou sa lahsie hlada v komplexnych cislach,
t.J. pre rovnicu s vynucujicou silou Fe*¥ (a naraz tym vybavime sinus aj
cosinus, ktoré predstavuju realnu a imaginarnu cast)

= partikularne rie§enie rovnice mx(f) + yx(f) + kx(¢) = Fe'* sa uhadne lahko

F

= skisme x,(f) = Se*¥, dosadme a dostaneme o = ———
k — mQ? + iyQ

= realne riesenia dostaneme z tohto komplexného riesenia celkom jednoducho,
staci vynasobit Citatela aj menovatela vyrazom k — mQ* — iyQ

o a— - . - —— Wl T S LT L o BT MRS &
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nelinearny oscilator na zaver

teliesko na spagatiku nie je LHO (hoci pr1 malych kmitoch sa nan podoba)

pohybova rovnica takého telieska vyzera nasledovne: [p = — gsing
(kde @ je uhol) a tito nelinearnu dif. rovnicu nevieme exaktne vyriesit

napriek tomu vieme o jej rieSeni povedat vela dolezitych veci:

napriklad, ze je periodické, ze gratom zavislosti vychylky od casu je vinovka,
ze pr1 odpore prostredia amplitida kmitov postupne klesa a ze za vhodnych
podmienok dochadza k rezonancu (toto sme vedel povedat aj o LHO, a to
a] bez riesenia pohybovych rovnic)

argumenty su presne rovnaké ako boli v pripade LHO
ale v tomto pripade sa cennejsie (prave preto, Ze presné riesenie nepozname)
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