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pohyb v troch rozmeroch

coO sme sa uz naucili

riesit pohybovu rovnicu v pripade homogenneho
gravitacneho, elektrického a magnetickeho pola,
a aj ich kombinacii

v tychto pripadoch islo o linearne diferencialne
rovnice (pripadne o sustavy viazanych linearnych

diferencialnych rovnic), ktoré sme sa naucili riesit

standardnym univerzalnym postupom

rovhako by sme vedeli riesit pohybovu rovnicu
pre trojrozmerny linearny harmonicky oscilator
(a to aj v pripade timenych ¢i nutenych kmitov)

\/
%

co sa esSte chceme naucit

zistit Co najviac o pohybe v pripadoch sil
veducich na nelinearne pohybové rovnice
(priklad: newtonovska gravitacna sila)

v pripade takychto rovnic nemame nijaku
univerzalnu metddu riesenia, takze musime
vyuzivat vselijake specialne triky, medzi nimi
napriklad zakony zachovania

tym sa dostavame k vel'mi dolezitej otazke,
ktora bude predmetom dalsich prednasok:
ako vyzeraju zakony zachovaniav 1D a v 3D?
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ako dojime pohybove rovnice

priamo nepriamo
explicitne vyriesime diferencialnu rovnicu bez explicitneho riesenia diferencialnej rovnice
(ak vieme, tak presne, ak nie, tak priblizne) nahliadneme niektoré viastnosti tychto rieseni

presne sme sa zatial' naucili riesit rovnice v dvoch roznymi (rigoréznymi) uvahami sme dokazali

fyzikalne dolezitych pripadoch: nahliadnut periodicnost aj zakladny charakter

1. vol'ny pad v homogénnom gravitacnom poli pohybu LHO, pokles amplitudy jeho kmitov pri

2. linearny harmonicky oscilator odpore vzduchu aj podstatu javu rezonancie
kompletné riesenia rovnic obsahuju uplne vsetky zakony zachovania su jednym zo systematickych
informacie o pohybe v danej situacii, takze ak ich sposobov dozvedania sa dolezitych informacii
vieme ziskat (Co bohuzial' nevieme vzdy), tak to o rieseniach pohybovych rovnic v pripadoch, ked’
urcite stoji za namahu je explicitné riesenie tazké alebo nemozné
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energia

co vieme zo strednej skoly Co nevieme zo strednej skoly

< energia sa zachovava < preco sa energia zachovava (je to nezavisly
prirodny zakon, alebo je to dosledok inych
- = . 1 i / ! 'ch?
= kineticka energia = Emvz prirodnych zakonov, napr. Newtonovych?)
. 1
- = : < preco kineticka energia nie je —my> ?
= potencialna energia = mgh 3
> = . W
< zachovava sa celkova mech. energia = preco potencialna energia nie je —- "
= teda vlastne nie, pretoze existuju aj ine = naco je ndm vlastne dobry zakon zachovania ¢
formy energie, takze vlastne mechanicka energie v homogénnom gravitaénom poli, kde ||

energia sa nezachovava, Ci? cely pohyb (vol'ny pad) explicitne pozname?
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Co vieme zo strednej skoly

<= hybnost sa zachovava (pravda, ale len niekedy)

* hybnost = mv (zrovna toto sa nezachovava)

< V trojrozmernom priestore je hybnost vektor
(podobne ako rychlost), ale v jednom rozmere
vystacime s hybnostou ako s realnym cCislom

<= hybnost je mierou posuvneho pohybu telesa
(toto je uplne prazdny zhluk slov, ak ste sa
s tym na strednej skole nestretli, budte radi)

BT HARH R EHEE R R

hybnost

Co nevieme zo strednej skoly

< preco sa hybnost zachovava (je to nezavisly
prirodny zakon, alebo je to dosledok inych
prirodnych zakonov, napr. Newtonovych?)

v e V
< preco hybnost nie je — ?

= preco hybnost nabitej Castice nie je gv ?

< naco je nam vlastne dobry zakon zachovania

hybnosti pre jednu Casticu, pre ktoru nehovori

vlastne nic iné ako zakon zotrvacnosti?

M obddataties

T
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hybnost jednej Castice

“definicia hybnosti: p = mv
(zatial' nie je jasné, naco je to dobre)

< rychlost zmeny hybnosti:
p=mv=ma=F

<ak na casticu posobi nenulova sila,
hybnost Castice sa nezachovava

<V dalsom uvidime, ako prerobit
hybnost na zachovavajucu sa velicCinu

nezachovanie hybnosti a energie

kineticka energia jednej castice

= definicia kinetickej energie: £, = Emv2

(zatial' nie je jasné, naco je to dobré)

< rychlost zmeny kinetickej energie:
E, = mvv = mav = Fv

<ak na ¢asticu posobi nenulova sila, kineticka
energia castice sa nezachovava

<=V dalsom uvidime, ako prerobit’ kineticku
energiu na zachovavajucu sa veliCinu
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= uvazujme system viacerych castic s hybnostami  p, = my;

~ (celkova) hybnost je definovana ako sucet jednotlivych hybnosti: p = Z D;
i=1

NS
Ce®

rychlost zmeny hybnosti: p = Z p; = Z F; (kde F; je celkova sila pdésobiaca na i-tu éasticu)
i=1 i=1

<= vzajomne sily medzi Ccasticami sa v tejto sume vyrusia (vd'aka zakonu akcie a reakcie)
N

takZe v sucCte zostanu len vonkajsSie sily pésobiace na jednotlivé Castice: p = Z Fl."(’”k
=1
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priklad uzitocnosti zachovania hybnosti

9 s B

< dve rovnaké castice (dva protony, dve biliardové gule, alebo podobne)
do seba vrazia rovhakymi rychlostami; ako sa budu pohybovat potom?

< aj bez znalosti konkretnych sil vieme povedat toto:

pred zrazkou bola celkova hybnost nulova p = myv — myv =0

po zrazke musi byt tiez nulova (kedze sa zachovava)
castice teda musia mat po zrazke opacné hybnosti
a kedze maju rovnaké hmotnosti, musia mat opacné rychlosti

4—‘ ‘—»




niekol'ko poznamok

< z0 zakona zachovania hybnosti nevieme povedat, aké budu rychlosti po
zrazke — vieme povedat len to, ze budu opacne

< 1o sa moze zdat malo, ale ak si uvedomime, ze sme vlastne ni¢ nevedeli
o silach posobiacich pocCas zrazky, tak je to v skutocnosti sokujuco vela

“ to, ze sa nam z hybnosti Castic p, = m.v; podarilo vyrobit zachovavajucu
sa velicinu p je vysoko netrivialny uspech (to sa len tak lahko nepodari)

N

= sucin myv je (na rozdiel od mnohych inych vyrazov) dobry prave preto, ze
sa z neho da vyrobit zachovavajuca sa veliCina (to sa neda vzdy)
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L4

uvazujeme len jednu Casticu a pytajme sa, ako sa zmeni pocas pohybu jej kineticka
energia (Co je celkom iny postup ako v pripade hybnosti)

celkova zmena = sucet postupnych malych zmien (pricom mala zmena = Ek df)
2 °

ak sila zavisi len od polohy (nie od rychlosti ani od casu), potom

zmena kinetickej energie

1 4]

%%)

X1

F(x)dx (tomuto integralu budeme hovorit praca, tak ho fyzici volaju)
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zékon zachovania
mechanickej energie
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= zatial' sme pre silu F'(x) dostali toto: zmena kinetickej energie = praca

e e
s

< finta: umelo zavedieme inu veliCinu (budeme ju volat potenialna energia) tak,
aby jej zmena bola minus praca (ak sa nam to podari, tak sucet tychto dvoch
velicin sa nebude menit, jeho zmena bude nulova, t.j. bude sa zachovavat)
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= vtipné: potencialnu energiu vyrabame tak, aby sa sucet E; + Ep zachovaval

: 1 : . . - = = -
< vyraz Emv2 je (na rozdiel od inych vyrazov) dobry prave preto, ze sa z neho

takymto sp6sobom da vyrobit zachovavajuca sa velicina (to sa neda vzdy)




potencialna energia

= zvolme si referencny bod X, , od ktorého budeme merat potencialnu energiu
a nejaku referenénu energiu £y , ako hodnotu potencialnej energie v bode xj,

<= definujme novu veliCinu (tzv. potencialnu energiu) ako hodnotu v referenchom

bode minus pracu uvazovanej sily pri presune z referencného bodu do bodu x:
X

E(x)=Ex— | FX)dx
AR
X, A%
“* presvedcte sa, ze AEp(x) — Ep(x2) - Ep(xl) = — F(xX') dx' = — F(x) dx

X1 X1

0‘0

- vybavené, sucet L; + L, sazachovava
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priklad uzitocnosti zachovania energie

. - « B

<= dve rovnake castice (dva protony, dve biliardove gule, alebo podobne)
do seba vrazia rovnakymi rychlostami; ako sa budu pohybovat potom?

< z0 zakona zachovania hybnosti vieme, ze musia mat opacne rychlosti

< ak sa pocas zrazky energia nemeni na iné formy (alebo len
zanedbatelne), potom musi byt po zrazke rovnaka ako pred nou, co
vyzaduje rychlosti rovhako velke ako boli pred zrazkou

4—‘ ‘—»




potencialna energia v hom. grav. poli

= Fx) = —mg

PY Ep(X) =Ep—| F(X)dx'=Ezr+ | mg dx = Ex+ mgx — mgxg

XR XR

= ak vyberieme konstanty £, a x, nulové (respektive tak, aby platilo £, = mgxp)

<= toto je stary znamy (aj ked nie bohvieako uzitocny) vysledok zo strednej skoly
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R

= F(x) = — kx

- - / / : / / 1 I

XR -XR

= ak vyberieme konstanty £, a x, nulové (respektive tak, aby platilo £, = %kxﬁ)

< toto je potencialna energia linearneho harmonickeho oscilatora
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R R

X X
*P0 1  Puie 2y b 1T
R
XR AR
= ak vyberieme konstanty £, = 0, xp = oo (respektive tak, aby platilo £ = —’d)\f—m)
R

< toto je potencialna energia telesa v nehomogéennom gravitacnom poli (zatial' v 1D)
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priklady na vyuzitie zachovania energie

* nech teleso pod vplyvom sily F(x) Startuje v polohe x, rychlostou v, kde zastane?
(aka bude jeho poloha, ked bude jeho rychlost nulova?)

E(x) + lmvg = E,(x) + m 02

2 2
s , o
- maximalna vyska zvisleho vrhu (homogénne pole) x, .= x0+£
= . . = 2. . m.2
amplituda kmitov LHO Xmax = 1/ %o+ TV ‘
2kM,, |
“ druha kozmicka rychlost (take v, aby x,, ., = 0) V= =
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zachovame energie ako
diferencialna rovnica

“eP

< pohybova rovnica pre 1D pohyb v nehomogennom gravitacnhom poli vyzera

= KMm . : - . = . = >
takto mx = ——— (je to nelinearna diferencialna rovnica druheho radu)
X

< zakon zachovania energie v tomto poli vyzera (ak oznacime celkovu energiu

> xMm = = = : - : i

symbolom E) takto S = £ (Co je diferencialna rovnica prvého radu)

< tuto nelinearnu rovnicu prvého radu vieme riesit: prepiseme ju do tvaru
dx 2FE 2kM

2 =\ 1 4 ako sa riesia rovnice takehoto typu si hned povieme

(poriadnejsie sa to naucite na prednaske z matematiky) i

< zachovanie energie nam v tomto pripade umoznuje najst explicitné riesenie!l!!




- e ——
- —

e e e L e T et

3
o)
O
S.
~ =

o\l\““e

S
S
®

ako sa rieéi rovnica

x(1) = flx) g(7)

<= trik: v rovnici E = f(x) g(r) chapeme derivaciu ako podiel diferencialov

(t.). podiel —x v limite Ar — 0)

“eP

< rovnicu prepiSeme na tvar ]% = g(1) dt

“ obidve strany zintegujeme % = | g(?)dt

= ak integraly ozna¢ime I(x) a G(¥), dostaneme rovnicu I(x) = G(¢)

\/
0’0

z tejto rovnice nakoniec vyjadrime x ako funkciu ¢



zhrnutie

- = : 1 5 - : =
< kombinacie pismen myv a SmyT suv mechanike uzitocne preto,

lebo sa na rozdiel od vacsiny inych vyrazov daju doplnit na vyrazy,
ktorych Ciselna hodnota sa pocas pohybu nemeni (zachovavaju sa)

< toto doplnenie na zachovavajuce sa vyrazy vyzeralo v pripade
energie a hybnosti vel'mi odlisne (logika odvodenia aj podmienky
platnosti boli vyrazne odlisne pre energiu a pre hybnost)

< tato odlisnost je ale len zdanliva, v skutocnosti su zakony zachovania
energie a hybnosti vel'mi blizki pribuzni (ako si hned povieme)
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Emmy Noether

< v roku 1915 Albert Einstein sformuloval
vSeobecnu teodriu relativity a nerozumel tam
jednej veci tykajucej sa energie

D)

< konzultoval to s Davidom Hilbertom (jednym z
najvacsich matematikov 20. storocCia), ktory si s
tym tiez nevedel rady a posunul ten problém
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svojej mladej 33-rocnej kolegyni 1
<= Emmy Noether nielenze cely problém vyriesila, 5{{
ale nasla pritom uplne fundamentalnu suvislost
medzi symetriami fyzikalnych tedrii a zakonmi i
zachovania (tento jej objav sa povazuje za i
jeden z najhlbsich vysledkov teoretickej fyziky) y & |
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teoréma Emmy Noether

< symetriou fyzikalnej teorie nazyvame kazdu transformaciu (napriklad
posunutia v case, posunutia v priestore, otocenia v priestore a dalsie),
pri ktorych sa nemenia pohybové rovnice (zakony) tejto teorie

<= teoréema: dosledkom symetrii fyzikalnych teorii su zakony zachovania

<= teoréma aj je] dokaz su najprirodzenejsie v specifickych formulaciach
mechaniky (v takzvanej lagrangeovskej a hamiltonovskej formulacii),
s ktorymi sa zoznamite na prednaske z teoreticke] mechaniky (3. sem.)

< teorema nielenze odhal'uje tento prekvapivy suvis, ale dava pre kazdu
symetriu explicitny vyraz pre prislusnu zachovavajucu sa veliCinu
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