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od jedného rozmeru k trom

hybnost

< Vv podstate trivialny
prechod od 1D k 3D

< vsade pribudnu Sipky
a to je vlastne cele,
nic viac netreba

<= toto pomerne rychlo
vybavime na zaciatku
tejto prednasky

energia

<= prekvapivo netrivialny
prechod od 1D k 3D

< ukaze sa, ze samotna
definicia potencialnej
energie je pomerne
sofistikovana vec

< toto bude jadro tejto
prednasky

moment hybnosti

< nova zachovavajuca sa
velicina v 3D, ktora nema
nijaky analog v 1D

< Z pohladu Emmy Noether
suvisi tento zakon zach.
s rotacnou symetriou
(a ta nie je v 1D pritomna)

< toto bude nabuduce
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zakon (ne)zachovania hybnosti

. v = s 2 , 4 , v ¢ — — .
* uvazujme system viacerych castic s hybnostami p;,=myV. (=1, N

N
* (celkovd) hybnost je definovana ako suéet jednotlivych hybnosti: p’ Z D i
i=1

N N
* rychlost zmeny: 7" = Z ﬁ’i - Z F. (f°; je celkova sila pésobiaca na i-tu ¢asticu)

<= zakon zachovania: ak je sucet vonkajsich sil nulovy, celkova hybnost sa zachovava

%




priklad uzitocnosti zachovania hybnosti

g9 s 9

< opat zrazka dvoch rovnakych castic

< ak bola hybnost pred zrazkou nulova, aj po zrazke musi byt nulova (pozor: o uhle,
pod ktorym sa castice odrazia, nam zakon zachovania hybnosti nehovori vobec nic)
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zmena kinetickej energie

—_— —
my .V

1 1
<+ kineticka energia: Emv2 =

— —

* rychlost zmeny skalarneho suginu: %(7. b)=a.b+7a.b (Leibnizovo pravidio)

=== 11
n 4 e s , = . . AT =— '
dbkaz: najrychlejsie v kartézskych suradniciach, t.j. vyuzitim a. b =a, b, +a,b,+ a,b, i
-, ” 4 - . . . - d 1 > > —.> —_ _—) —) = ===y
= rychlost zmeny kinetickej energie: E, = MV .y —mv. .V =na — 2
= zmena E, pre silu zavislu len od polohy: |
b L rs -
S = =
y hy ry

—

* v 3D je praca definovana cez skalarny suéin F .dr (to je nevinna zmena oproti 1D)
v 3D su hranicami integrovania body 7, a 7, (toto je vyznamna zmena oproti 1D)




pokus o defim’ciu potenciélnej energie

= potencialnu energiu chceme zaviest tak, aby jej zmena bola minus praca (tak ako v 1D)

* podobne ako v 1D zvolme referenény bod 75 , od ktorého budeme merat potencialnu
energiu a nejaku referenénu energiu £ , ako hodnotu potenciélnej energie v bode 7R

<= teraz by sme chceli definovat potencialnu energiu ako hodnotu v referencnom bode
minus pracu uvazovanej sily pri presune z referenéného bodu do bodu 7

E(F)=Ex— | F(@).d?

IR
= tato definicia je vsak problematicka (aj ked na prvy pohlad vyzera uplne v poriadku)

r
problém spociva v tom, ze integral .-+ nezavisi iba od hranic, ale aj od ich spojnice

-

FR




integrél oJe nejakej Spojnici

uvazujme silu F(?) so zlozkami F (x,y,2) = x Fy(x, v,2)=xy F.(x,y,2)=0

aku pracu vykona F(?) pri presune z bodu 7, = (0,0,0) do bodu 7 = (1,1,1) ?

. = - = = (1,0,0)
jedna mozna spojnica bodov 7, a r e = (F,dx + Fyx_l_ sz) =
(0,0,0) — (1,0,0) = (1,1,0) = (1,1,1) 0,0,0)

<
1 |

Edx+ | Foav+ | F db

e
|

xdx + lydy + | 0dz




integrél oJe inej spojnici

stale sila F(?) so zlozkami F (x,y,z2) = x Fy(x, v.2)=xy F(xy,2 =0

aku pracu vykona F(?) pri presune z bodu 7, = (0,0,0) do bodu 7 = (1,1,1) ?

= . Sicabodes s 2 (0,1,0)
ind mozna spojnica bodov 7, a 7 -
praca = (F. X+ F dy+F) + - +
(0,0,0) = (0,1,0) = (1,1,0) = (1,1,1) . X+r X
Z 1 1 1
=[Fydy 25 E dx | F, dz
0 0 0
Y
1 1 1
=[ O.ydy + X dx+ 0 dz
0 0
1 1
= o 4 -~ 0 = -
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Integral po este inej spojnici

stale sila F(?) so zlozkami F (x,y,z2) = x Fy(x, v.2)=xy F(xy,2 =0
aku pracu vykona F(?) pri presune z bodu 7, = (0,0,0) do bodu 7 = (1,1,1) ?

ind mo2na spojnica bodov 7, a r na prvej priamej spojnici v = x atedaaj dy = dx
(0,0,0) = (1,1,0) = (1,1,1)

(1,1,0)
z ,
praca = (Fodx+F,dy+F.¥) + -
(0,0,0)

(xdx+x.xdx)y -+ 0 dz
0 0
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integrél oJe véeobecnej ceste

< vseobecne moézeme krivku v 3D zapisat pomocu nejakeho
parametra A meniaceho sa pozdiz tejto krivky od nejakej
hodnoty (povedzme () po nejaku int hodnotu (napr. A)

< suradnice bodu sa na tejto krivke menia ako tri funkcie
x(4), y(1), z(4) aich infinitezimalne zmeny vyzeraju takto:

dx(A) dy(A) dz(4) =
dx = ——di dy = ——dJ dz = ——dA r(0)

<= praca ako integral zo skalarneho sucinu prejde na integral

r A
B O (F [X(A), y(A), ZD = - ) di
= 0

kde tri bodky su za analogicke Cleny pre y a 7
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PO ktorej ceste sa ma definovat Ep ?

<= ak sa ma mechanicka energia (t.. sucet kinetickej a potencialnej energie) zachovavat,
treba potencialnu energiu definovat po tej ceste, po ktorej sa bude teleso pohybovat’

= |lenze takto definovana potencialna energia je nam uplne nanic, pretoze ak na jej
definiciu potrebujeme poznat, ako sa bude teleso pod vplyvom danej sily pohybovat,
tak uz nijaku potencialnu energiu nepotrebujeme (ak pozname pohyb, vieme vsetko)

= CizZe asi jedina rozumna moznost’ je definovat potencialnu energiu len pre také silové
polia, v ktorych praca pri prechode medzi l'ubovolnymi dvomi bodmi nezavisi od ich
spojnice, t.j. je pre vsetky spojnice rovnaka — takym poliam sa hovori konzervativne
(pretoze iba v nich sa zachovava - po latinsky konzervuje — mechanicka energia)

<= no dobre, ale existuju také silove polia? nastastie ano, ako si hned teraz ukazeme
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< uvazujme homogenne silové pole
orientovaneé v smere osi z, t.j. pole Z
s kartézskymi suradnicami (0,0,F)

¢

* pre l'ubovolny vektor dr dostaneme
F.dr=F dx+F,dy+F,dz=Fdz

i

< pre pracu tohto pola dostaneme pre
l'ubovolnu spojnicu bodov 7, a 7, |

r) — %) ‘ |

= ol

F di=| Fa:-F s 7 ¢

T Zy 4

< rovnaky vysledok pre vsetky spojnice prispieva len vyska, nie dizka schodov
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radialne pole

< uvazujme silove pole orientované v smere
polohoveého vektora, pricom jeho velkost
zavisi len od velkosti polohového vektora

i ( - F(r)é)

<= taketo pole budeme nazyvat radialne
(napriklad gravitacne pole je radialne)

< Vv radialnom poli dostaneme pre pracu
pri posunuti o lubovolny maly vektor dr

F .d¥ =f(r) 7.d7 = f(r) r dr
kde dr je rozdiel vzdialenosti od pociatku,
nie je to velkost vektora dr (dr # |dr| )




< pre pracu radialneho pola dostaneme
pre f'ubovolnu spojnicu bodov r a r,

-

&)

E dr=1| Hrirdr

= o

Fq "

< {0 znamena, ze vysledok je rovnaky
pre vsetky spojnice dvoch bodov
(zavisi od ich pocCiatocnej a konecnej
vzdialenosti od pociatku, ale nezavisi

NV : : ~ - = rispieva len posun v radialnom smere
od inych detailov integracnej cesty) Shas P

nie pozdiz kruznic
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Ep pre trojrozmerny LHO

<= sila posobiaca na izotropny (vo vsetkych smeroch rovnaky) LHO:

—

F(7) = — k7

< potencialna energia tohto radialneho pola:

E(F)=Eg—| —kV.dr'=Eg+| kr'dr=Ez+ %kr'z

-

I”R I"R rR

i

jid
g '
i
H
i1
H
£
i
£

HrabE i Ry

—

vhodna volba konétant: 7, = 0 a E, =0

= L+ 9
E(r) = Ekr
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Ep pre Newtonove grav. pole

< Newtonova gravitacna sila

< potencialna energia tohto radialneho pola:

r r

=\ KMm kMm P kMm
Ep(r) — ER —— e 3 d R + 2 dl” — ER + R 7
T I'p 'R

r

N

* vhodna volba konstant: r, = o0 a £

— kMm
E(r)=—

r
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zakon (he)zachovania energie

< ak su v hre len konzervativne sily, potom sa mechanicka energia
(definovana ako sucet kinetickej a potencialnej) zachovava

<= medzi konzervativne sily pocCitame aj S|Iy, ktore su vzdy kolme

na rychlost, napriklad magneticku silu F (r i=gv X B (r 1)

ale aj rozne hladké smyklavky, mantinely, napnuté spagatiky
(tieto sily konaju nulovu pracu a maju nulovu potencialnu enegiu)

> k su v hre aj nekonzervativne sily, napriklad sily zavislé od casu

F (r 1)=qFE (r t) ¢i rychlosti (odpor prostredia alebo trenie,

ktore sice nezavisi od velkosti rychlosti, ale zavisi od je] smeru):
zmena mechanickej energie = praca nekonzervativnych sil
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matematické kyvadlo

< uvazujme tzv. matematicke kyvadlo, Cize teliesko
na tycke zanedbatel'nej hmotnosti

V/
X4

z Newtonovho zakona sily dostavame v smere
kolmom na tyCku (pozri obrazok):

mlp = — mg sin @

V/
\ X4

toto je tazka nelinearna diferencialna rovnica

(pre malé uhly sice plati sin ¢ ~ @ a rovnica
prejde na linearnu, ale to nas teraz nezaujima) . >

aka je amplituda kmitov, ak je max. rychlost v, .. ? a=lp




priklad uzitocnosti zachovania energie

<= tyCka posobi na teliesko silou len v smere tycCky,
teliesko sa pohybuje len v smere kolmom, takze
tyCka posobi silou, ktora je OK z hladiska zakona
zachovania energie

\/
X4

homogénne gravitacne pole je konzervativhe

< zakon zachovania energie nam rychlo povie, aka je h s siry
amplituda kmitov, ak je maximalna rychlostv_.. ... s a N |mg
< %mv2 + mgh = const .
' — lp
.1 Ve

: 2 max + 0=0 + mghmax = hmax = g = l(l — COS qﬂ)
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e nepO

ot pohyb matematického kyvadia

Vinne

< zakon zachovania energie umoznuje nahradit’ nelinearnu pohybovu
rovnicu druhého radu rovnicou prvéeho radu (hoci stale nelinearnou)

%mlqu2 + mgl(l —cosp) = E

* to je rovnica typu @ = f(@) a tie vieme riesit (t. j. vieme ich previest
na integrovanie — uz sme o tom hovorili v jednej nepovinnej casti)

< Vv tomto pripade zakon zachovania energie umoznuje odpovedat
na niektore jednoduche otazky, ale v skutocnhosti umoznuje este
ovela viac: najst kompletne cely pohyb matematickeho kyvadla




citatel'sky tip na zaver

< mechanicka energia sa niekedy nezachovava, ale celkova
energia (sucet vsetkych foriem energie) sa vzdy zachovava

< rozne formy energie su definované prave tak, aby sa ich
celkovy sucet zachovaval (nhetrivialnou vlastnostou nasho
sveta je moznost definovat ich tak, aby to platilo)

< skvele klasicke kratke nepovinne Citanie na tuto tému:
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/l_04.html
staCi prva cast prednasky (5 odsekov) : What is energy?
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