POHYB TUHEHO TELESA

- najprv len v dvoch rozmeroch

mechanika 28



telesa nezanedbatelne) velkosti

» doteraz sme sa zaoberali mechanikou
telies (relativne) zanedbatelnej velkost
(hovori sa im hmotné body)

* teraz sa pozrieme na mechaniku telies
nezanedbatelne) velkosti, ktoré su ale
(dokonale) tuhé — nemenia svoj tvar

» 70 zaclatku budeme uvazovat len dva
rozmery, pretoze tam je vsetko o dost
jednoduchsie (do troch rozmerov sa
vydame az ked zvladneme 2D pripad)




opis polohy telesa v dvoch rozmeroch

» prirodzené urcenie polohy tuhého telesa:
poloha jedného konkrétneho bodu telesa
a k tomu eSte orientacia telesa v priestore

» v dvojrozmernom pripade je orientacia
telesa urcena jednym uhlom (kazdy bod
tuhého telesa ma svoj vlastny uhol, ale
ked pozname jeden, s nim dané vsetky)

r

» konvencia: v pripade uhla za kladny smer
zvykneme povazovat smer opacny, ako je
smer pohybu hodinovych ruciciek X



hmotny stred ako reterencny bod

namiesto jedného bodu telesa, ktorého poloha urcuje
polohu celého telesa, sa casto pouziva hmotny stred

hmotny stred vsak nie je jednym z bodov telesa

je orientacia telesa vzhladom k hmotnému stredu
tiez dana jednym uhlom ¢?

ano, ak sa body telesa mozu pohybovat vzhladom
k hmotnému stredu len po kruzniciach

co plati, ak sa vzdialenost1 jednothivych bodov telesa
od hmotného stredu pocas pohybu nemenia

nemenia sa’

il

hmotny stred tuhého telesa
moze lezat mimo tohto telesa



nemenna vzdialenost bodov telesa od hmotného stredu

poloha hmotného stredu R = % Z m; T, » teraz uz len staci nahliadnut, ze skalarne
suciny vektorov w sa v ¢case nemenia
poloha k-teho bodu vzhladom k hmot. st. 7, — R
* skalarne saciny su dané velkostami
. - = 1 = = /e ’ / —_—
trik: 7, — R = - Z m, (¥, — F.) wzdjomnych polohovych vektorov w
; a uhlami medzi nimi

oznacme wzajomnu polohu -teho a A-teho bodu » tieto velkosti a uhly sa v tuhom telese
— - - v .

symbolom w, =7, —r, S casom nemenia

kvadrat vzdialenost1 £-teho bodu od hmot. stredu e to znamena, ze s ¢asom sa nemeni ani

2 : , ,
- - | - vzdialenost £-teho bodu od hmotného
LRy = Z 5] Z Ll stredu a to plati pre vsetky £
j

l,]



opis pohybu telesa v dvoch rozmeroch

» poloha ako tunkcia casu:
jednak pohyb telesa ako celku, opisany funkciou 7(7)
a jednak jeho rotacia, opisana funkciou ¢(¢)

» pohybové rovnice:
diferencialne rovnice pre funkcie 7(¢) a ¢(z), ktorych
rieSenie nam hovori, ako vyzera pohyb tuhého telesa

o zakladom mechaniky tuhé¢ho telesa su diferencialne
rovnice pre translaciu a rotaciu tohto telesa

ako prvy krok teda musime najst tieto rovnice 7(f)
e rovnica pre 7(f) sa najde ahko X

rovnica pre ¢(f) sa najde o cosi tazsie



pohybova rovnica pre polohovy vektor tuhého telesa

e rovnica pre 7(t) zavisi od vyberu bodu, hmotny stred
/ v e priklad uzitocnosti (ne)zachovania hybnosti
pomocou ktorého urcujeme polohu

celého tuhého telesa

vztah pre rychlost zmeny celkovej hybnosti F =F
kde F' je celkova sila (sucet vSetkych vonkajsich sil)
vyzera ako pohybova rovnica nejakej jednej Castice

. . - - - da sa tato rovnica zapisat aj v tvare [m? — F |, kde mje
= akJ€ nlektory bOd naShO tU‘hehO telesa celkova hmotnost systému (stiéet vSetkych hmotnosti)?
upevneny, je rozumné vybrat tento bod, — e
v Ve e ’ ’ ano, ak definujeme polohu hmotného stredu|7 = ——
pretoze potom pren nijakt pohybovua . I ,
rovnicu nepOtreij CIT1C je to priamy désledok zékona (ne)zachovania hybnosti |

* ak nie je nyaky bod upevneny, potom je
as1 najrozumnejsie vybrat hmotny stred, - -
pre ktory uz pohybova rovnicu pozname: mr = F kde F je celkova vonkajsia sila



pohybova rovnica pre orientaciu tuhého telesa

posuvny pohyb tuhého telesa rotacny pohyb tuhého telesa
» pohybovu rovnicu pre hmotny stred pozname » pohybova rovnica pre rotacie telesa sa
z mechaniky hmotného bodu v ramcl mechaniky hmotného bodu
nevyskytuje
* tato pohybova rovnica je matematickym
dosledkom Newtonovho zakona sily, co je * je to novy nezavisly prirodny zakon,
jeden z najdolezitejsich prirodnych zakonov ktorého vyznam je porovnatelny

s viznamom Newtonovho zakona sily?
» zakon sily sa neda matematicky odvodit
* NIE, nie je to nezavisly prirodny zakon
* Je to vlastnost tohto sveta odpozorovana
z. experimentalneho skiimania réznych * je to matematicky dosledok zakona sily,
prirodnych javov ako s1 o chvilu ukazeme



uhol, uhlova rychlost, uhlové zrychlenie

* teraz odvodime diferencialnu rovnicu pre
orientaciu tuhéeho telesa, t.J. pre ¢(¢)

* uvazujme pomocnu suradnicovu sustavu,
ktore] pociatok je vo vybranom bode 7()

 suradnice i-teho bodu telesa v pomocne;
suradnicove] stustave oznacme &(t) 5.(t)

1(1)

« uhol ¢(r) = arctan - zavisi od i
. 7

» uhlova rychlost w(r) = @(t) nezawvisi od i
je rovnaka pre vsetky body tuhé¢ho telesa =

» uhlove zrychlenie &(f) = () = §,(¢)



vypocet uhlovej rychlosti

1

= . d
derivacia tunkcie arcus tangens —arctant =

dt 1 + £2
- - . d . .
derivacia zlozenej tunkcie —-arctan o(t) = = o(1)
: : 1,(7) . 17;(D)ei(1) _ﬂi(t)éi(t)
derivacia funkcie g(¢) = 77 o(1) = =
- , 70 E(0) — (1) E(t 7:(0) E1) — () Et
L rychlost ol - (1) (1) — n(1) £(1) _ (1) (1) — n(1) §(1)

EXD) + n7 () p?

piz — fl.z(t) + r]f(t) je od casu nezavisly kvadrat vzdialenosti -teho bodu od
pociatku pomocnej suradnicovej sustavy (vzajomné vzdialenosti bodov ani
vzdialenostt bodov od hmotného stredu sa v tuhom telese s casom nemenia)



vypocet uhloveho zrychlenia

. - - . . e
. dalej vypocitame uhlové zrychlenie e(f) = () kde () = 10 A0 = nlt) <41 )p2'7 B it
» kedZe menovatel nezavisi od casu, dervacia je

170) EO) + 70 §(0) — 70 §0) — () €0 17D §(1) — (1) E(2)
pi = p?

w(t) =

 zvlastny a nie Uplne najprirodzenejsi vyraz v citateli sa bude (bohuzial)
vyskytovat casto, a preto je dobré poznat niekolko jeho inych vyjadrent,
ktoré sa teraz naucime



ab, —ab,

e majme dva vektory a a b so zlozkami

a, = acosa a,=asina

b.=bcosp b, =bsinp

F 00 ab ~ablcosgsmp—cosfpsing | F ¢
=absm(f—a)=ab sing y

kde ¢ je uhol medzi vektormi a a b '

(orientovany uhol smerujtci od a ku b )

* vyraz ab sin¢ sa da zapisat aj ako stcin
velkosti jedného vektora a kolmej zlozky
druhého vektora (ktorej sa hovori rameno)

absim¢p=a,b=ab,




suvis s vektorovym sucinom

v troch rozmeroch je vyraz ab, — ab, z-ovou zlozkou vektora a X b

v dvoch rozmeroch nemame nic také, ako vektorovy sticin

ale ak chapeme 2D priestor ako podpriestor 3D priestoru,
potom ma vektorovy sucin dobry zmysel (v tom 3D) a da sa pouzivat

takze dostavame este jeden mozny zapis nasho vyrazu, a sice

ab,—ab, = (Ei X l;)
<



pohybova rovnica pre orientaciu tuhého telesa

nech sa tuhe teleso sklada z N hmotnych bodov ¢ strucnejsi zapis:
(s pevnymi vzajomnymi vzdialenostami)

le=M
vynasobme rovnicu pre uhlové zrychlenie kde
hmotnostou -teho bodu: m. pl s = F i nh
: . = m. p> M — '
scitajme cez vsetky body (od 1=/ po N): gl, i P; Z Gi F i it £
Z m; pte = Z EF.  — . Fs, e ]| sa nazyva moment zotrvacnosti

M sa nazyva moment sily

toto je pohybova rovnica pre orientaciu telesa, * obidva momenty (zotrvacnosti g sily) su
ale vacsinou sa pouziva strucnejsi zapis definované vzhladom k referencnému bodu



moment sily — stary znamy

N
M = 2 (7— R)X F, momenty sustavy viacerych Castic
l l
=1

pre sustavu N hmotnych bodov definujeme momenty (vzhladom k pociatku)

uz vystupoval v zakone (ne)zachovania

-
=

S / ’ 74 / Z = ?i X ?i A—j = _’i X _’i
momentu hybnosti (pre lubovolnu stistavu = 5
hmotngfch bOdO\/') nielen pre tuhé t€1€SO) pre momenty vzhladom k inému bodu ﬁ, treba v definiciach zamenit 7, — 7; — R
: N N
rychlost zmeny momentu hybnosti: L = Y /X P +7FXp;= Y X F,
* nas terajsi moment sily M nie je nic 1ne, g .

ako z-ov4 zlozka vektora M pocitaného
vzhladom k pociatku nase; pomocne]
suradnicove] sustavy

_ "!':ﬁv?:\f

moment sily je formalne jednoduchsi v 3D
e pozor: M # U\_j\ M=M M v 2D je vlastne jedna zlozka M v 3D

%



poznamka o momentoch vnutornych sil

* v pripade momentu sily M v 3D sme
v prednaske o zakonoch zachovania
ukazali, ze ak vnutorné sily posobia
po spojniciach a plati pre ne zakon
akcie a reakcie, potom tieto sily
neprispievaju do momentu sily

» rovnaka vec plati a] pre moment sily
M v 2D, ¢ize pr1 vypocte M staci brat
do Gtvahy len vonkajsie sily

» dokaz: staci zobrat uz urobeny dokaz
v 3D a brat v nom do uvahy z zlozku

(zdanlivy) problem vnutornych sil

* na momente sily je blbé to, Ze don vstupuja
aj vnutorné sily, ktoré vacsinou nepozname

_’ -
« ak oznacime symbolom F ™ vnutornu silu,

ktorou posobi j-ty bod na -ty bod, potom
N

— T-vonk T vnut
F,— oty 5 g
J=1

e moment sﬂy mozeme tcda zaplsat' ako

M = zerV°“k+ZZr ><I_~":‘.J’.“llt

i=1 j=1

* ukdzeme teraz, Ze ta dvojita suma je nulova

’k kci k P f’vnut e ?vnut
e ZAKOIl aKCl€ a I'€CaxKClC. iR ji

, finta: ZZa]—Z(a]+a) aka; =0

* hmotné body nepdsobia samé na seba: F; = 0

. gize ZZ i(r—r)xFV““t
i<j

 ak vnutorné sily posobla po spOJmmach bodov

NIV N

=1 j=1

i=1 ]_

tak F‘“u‘llr = (r—r)xFvnut 0

hotovo Vnutorne sily neprispievaja do M

=
A

yyyyyyy

sucet cez vsetky body sa robi prave preto, aby
sa prispevky (neznamych) vnatornych sil vyrusili



moment zotrvacnostt — nova vec

e moment zotrvacnosti

N
I — Z m pi2
i=1

sme zatial nikde nestreth

» preco sme ho (na rozdiel od momentu
sily a momentu hybnost1) zatial nestreth?

e pretoze moment sily a moment hybnosti
mali dobry a uzitocny tyzikalny vyznam
pre lubovolnt sustavu hmotnych bodov,
zatial co moment zotrvacnosti sa objavil
az pr1 skimani mechaniky tuhého telesa

v pohybove] rovnici pre 2D rotacie hra

moment zotrvacnosti I analogicka ulohu,
aktt hra hmotnost m v pohybove] rovnici
pre translacny pohyb

le=M ma=F

netrivialny a pritom dolezity fakt: moment
zotrvacnostl vzhladom k bodom telesa a tiez
vzhladom k hmotnému stredu telesa nezavisi
od cCasu (zdovodnenie: vzdialenosti p; sa
nemenia v case — toto sice neplati vzhladom

k lIubovolnému bodu, ale vzhladom k bodom
telesa a vzhladom k hmotnému stredu to plati)



podobnost1 a rozdiely

jednorozmerny posuvny pohyb dvojrozmerny rotacny pohyb
hmotného bodu tuhého telesa

* pohybova rovnica: mX(t) = F(x, x, t) » pohybova rovnica: () = M(p, ¢,1)

 hmotnost m byva zadané (zmeran¢) cislo * moment zotrvacnosti I treba vypocitat

» sila F je nejaka dopredu zadana funkcia * moment sily M ako konkrétnu tunkciu uhla,
polohy, rychlosti a ¢asu a s touto zadanou uhlove] rychlosti a ¢asu treba vypocitat a az
funkciou rieSime diterencialnu rovnicu pre potom mozeme riesit diferencialnu rovnicu
neznamu funkciu x(7) pre neznamu funkciu ¢(z)

ak su posuvny a rotacny pohyb navzajom previazané, potom
mx(t)=Fx,x,0,0,t) a 1ok =M,p,x,Xx,t)



este dve podobnosti

 kineticka energia rotujuceho telesa je  moment hybnosti je v 2D definovany
suctom kinetickych energii jeho casti analogicky ako moment sily
N N
- 1 )
Ek_zzmivi L=25ip;7,i_’7ipg,i
e rychlosti jednothvych casti st v: = p. w — — — m > . poh
Iy J vy i = Pi o Ep,—Np:=pp,=mp-w (pr1pohybe
celkove pre kinetick(i enereiu mame > - _ =
ve D N u glll pokruzm(:lac}]{]pl—p Aap=mpw )
- 5 )
Ek—ZEmz‘Pia) =5 lw L=Zml-pi2wzla)
= i=1
= | 2 ° / = . - -
» £, =5 Iw” pre dvojrozmerne rotacie e L=1w pre dvojrozmerneé rotacie
E = %m v* pre jednorozmerné translacie p=mv pre jednorozmerné translacie



poznamka o praci vnutornych sil

zakon zachovania mechanickej energie
sme odvodili z Newtonovych zakonov
pre jeden hmotny bod

mozeme takto odvodeny zakon pouzivat
a] pre tuhé teleso?

nie, nemozeme — budeme moct, az ked
ukazeme, Ze plati aj pre tuhé teleso

jedina podstatna vec, ktoru pritom treba
urobit navyse oproti pripadu hmotného
bodu, je uvazenie prace vnatornych sil

praca sil posobiacich medzi bodmi z a
—> — —

vnut = vnut = vnut = = 2
Fit-dri+ Fim -dr,= F @ cdlF = P

kde sme vyuzili zakon akcie a reakcie

—
A . e : vnut __ = =
posobenie po spojniciach: F;™ = ¢ (r; — 1))

praca vnutornych sil: ¢ (¥, — 7) - d(¥;, — 7))

zachovanie vzdialenosti: (7*} — 7))* = const
diterencial: 2(r;—r)-d(r;—r) =0

praca vnutornych sil je teda nulova a preto
nepokazi standardné odvodenie zakona
zachovania energie



a teraz niekolko rozdielov

» pre upevneny hmotny bod nie je co riesit

jeho (ne)pohyb je od zaciatku dany

 jedina otazka, ktora sa da polozit, sa tyka
sil posobiacich na tento bod, odpoved sa
ziska trivialne z nulovosti vyslednej sily

* mechanika hmotného bodu je netrivialna
len pre neupevneny bod

» vtedy treba najst vsetky sily posobiace
na dany hmotny bod a vyriesit pohybova
rovnicu s celkovou silou a so zadanymi
pociatocnymi podmienkami

pre 2D tuhe teleso s dvomi upevnenymi

bodmi je jeho (ne)pohyb tiez dany

otazka, kde posobia jednothveé sily a aké
su velké je vsak netrivialna — pre tuhé
telesa skryva aj nepohyb vela tyziky

tuhé teleso s jednym upevnenym bodom
sa moze pohybovat okolo tohto bodu,
muslime riesit pohybové rovnice rotacii

pre volne teleso treba najst vSetky sily a
1Ich momenty a potom riesit pohybove
rovnice pre posuvny aj rotacny pohyb



program na zaver (zoznam nasledujucich prednasok)

vypocet momentu zotrvacnosti pre telesa so spojite rozlozenou hmotnostou
nepohyb telesa s dvomi pevnymi bodmi (ikonicky priklad: naozajstna paka)
pohyb telesa s jednym upevnenym bodom (ikonicky priklad: tyzikalne kyvadlo)
pohyb telesa bez upevneného bodu (itkonicky priklad: koleso na ceste)

pohyb sustavy viacerych telies (tkonicky priklad: kladka)

az potom prejdeme k mechanike tuhého telesa v troch rozmeroch
(a uvidime, Ze je ovela tazsia ako mechanika tuhého telesa v dvoch rozmeroch)



