JAMA a KYVADLO
cast druhd: kyvadlo

pohyb tuhého telesa s jednym upevnenym bodom

mechanika 31



Specialny pripad dvojrozmerného pohybu

* na minulej prednaske sme vysetrovali
rovnovahu tuhych telies upevnenych
aspon v jednom bode, teraz vysetrime

vieobecny pripad dvojrozmerného pohybu

* v mnohych pripadoch sa daji posuvny a rotacny pohyb vysetrovat oddelene

pohyb takychto telies
 vo vSeobecnosti vSak neplati, Ze sily zavisia len od polohy a nie od orientacie,
rovnako ako neplati, Ze momenty sil zavisia len od orientacie a nie od polohy
. Vé@Ob@Cn}//' pOhYb QD tuhého telesa e vo vieobecnosti st pohybové rovnice pre posuvny a pre rota¢ny pohyb
vysetrujeme ako pohyb reterencného + 30 _FCiesd @ L0O-MTigad

bodu a ako rotaciu okolo tohto bodu

navzajom previazané a musia sa riesit naraz a spolu

* ak je jeden z bodov telesa upevneny,
potom Je prave tento bod najlepsim ak je teleso upevnené v jednom bode, zostane
vyberom referencného bodu nam z dvoch rovnic na riesenie len jedna



upevneny bod ako reterencny bod

» upevneny bod po prvy raz:

pre upevneny bod nemusime riesit

pohybovua rovnicu, pretoze riesenie -

pOZHémGI 7(t) = 70 _
» upevneny bod po druhy raz: -

moment sily upevnenia vzhladom

k bodu upevnenia je nulovy

» upevneny bod po treti raz: » odklepnuté:
moment zotrvacnosti vzhladom ak je nejaky bod tuhého telesa upevneny, potom
k bodu upevnenia (co je jeden z ako reterencny bod vystupujiici v pohybovych

bodov telesa) sa v case nement rovniciach berieme prave tento upevneny bod



sily posobiace na tyzikalne kyvadlo

 na fyzikalne kyvadlo (t.j. teleso zavesené
v gravitacnom poli) posobia dve sily:
oravitacna a nejaka sila v bode zavesu

» sila v bode zavesu zabezpeci, ze bod
upevnenia sa nezacne pohybovat

e tto silu nepozname, ale je} moment
vzhladom k bodu zavesu pozname:

je nulovy

o vysledna gravitacna sila ma velkost mg
a moment tejto sily je taky, ako keby
posobila v hmotnom strede telesa




pohybova rovnica pre kyvadlo

» ¢ je uhol od vertikaly merany v kladnom smere
(proti smeru chodu hodinovych ruciciek)

* | je moment zotrvacnosti vzhladom k bodu zavesu
 [je vzdialenost hmotné¢ho stredu od bodu zavesu
» moment gravitacne] sily vzhladom k bodu zavesu:

M = — mglsin @
(premyslite s1, preco je tam zaporné znamienko)

s pohybova rovnica je nelinearna diferencialna rovnica:




poznamka: dvojramenné vahy

» dvojramenné vahy su vlastne kyvadlo, pr1 ktorom
nas nezaujima jeho pohyb, ale jeho rovnovaha

» rovnovaha (C1ze nepohyb) nastava vtedy, ked je
moment sily nulovy — vtedy je nulové uhloveé
zrychlenie, a ak bola nulova pociatocna rychlost,
tak sa uhol v ¢ase nemeni

» moment vyslednej gravitacnej sily je nulovy, ak je
uhol ¢ nulovy — a ten je nulovy vtedy, ak posobisko
oravitacne] sily (hmotny stred) lezi na zvisle)
priamke prechadzajucej] bodom upevnenia hmotny stred vah lezi
(uvedomte s1, ze obrazok zodpoveda uhlu ¢ =0 ) pod bodom upevnenia

len pr1 jednom sklone vah



malé kmity tyzikalneho kyvadla

pod malymi kmitmi sa mysha kmity s uhlom ¢ do 5° (zhruba 0.1 rad)
sin (0.1 = 0.0998 a pre mensie uhly plati sing ~ ¢ s este lepsou presnostou
pre malé kmity (¢ < 5°) teda dostavame pribliznti rovnicu 1§ = — mgly
toto uz je linearna diferencialna rovnica, ktora vieme riesit

navyse je to doverne znama rovnica LHO, ktorti uzZ mame vyriesent

nic iné sa ani nedalo cakat — vsetko v okoli stabilnej rovnovahy je LHO



rovnaka rovnica
rovnaké riesenie

* rieSenim pohybovej rovnice LHO
mX + kx =0 je x(t) = Acos(wt + a)
kde @ =+/k/m akonstanty A, a
sa urcia z pociatocnych podmienok

» riesenim pohybovej rovnice kyvadla
Ip + mglp =0 je @(t) = Acos(wt + a)
kde w =+/mgl/I akonstanty A, «
sa urcla z pociatocnych podmienok

® vybavené, ni¢ nové tu nie je

pohyb telesa na ktoré posobi sila F = — kx

= pohybova rovnica: m.X(t) = — k.x(f) respektive m.X(t) +k.x(t) =0
= je to linearna dif. rovnica s konst. koef. a s nulovou pravou stranou
< recept na riesenie tychto rovnic pozname: rieSenie hladaj v tvare e

’ ' 2
<= dosadenim do rovnice dostaneme: ma“+ k=0

-~ * v o - k ® ’ s’ v/’ v ’ 'r)
> rieSenie: @ =4/ —— odmocnina zo zaporného ¢isla, co s tym:
m :

. " . ) k k - k |
. ek / el — e — |
prlpomlenka i | a = = —1 \/7 ; =TIl kde w = \/; |

nepovinna, ale uzitocna domaca uloha

+ ukazte, ze nase rieSenie sa da napisat aj v tvare x(t) = acos(wt + @)
= vyjadrite konstanty a, ¢ zo zadanych pociatocnych podmienok

< pomocou pythonu alebo iného programu nakreslite pre r6zne hodnoty

parametrov m,k, Xy, v, grafy zavislosti polohy a rychlosti od ¢asu

+ napiste a vyrieSte pohybova rovnicu pre linearny harmonicky oscilator,

ktorého rovnovazna poloha nie je v bode x = 0, ale v bode x = [




poznamka
o matematickom kyvadle

o teliesku na Spagatiku alebo na tycke (ktoré
maju zanedbatelni hmotnost) sa hovorti
matematické kyvadlo

* matematické kyvadlo m6zeme chapat bud
ako hmotny bod alebo ako tuhé teleso, pre
ktoré I = ml* (preco?)

* matematické kyvadlo je zaroven fyzikalnym
kyvadlom, takze pre jeho male kmity plati
p(t) =Acos(wt+a) kde w =+/g/1



velké kmity fyzikalneho kyvadla

ak chceme zistit, ako vyzeraja vacsie kmity tyzikalneho kyvadla, musime
sa naucit riesit nelinearnu diferencialnu rovnicu 1 (t) = — mgl sin @(7)

kvoh tejto rovnici je dobré oprasit stara dobri metodu “krok za krokom™
zopakujme s1, co je jadrom tejto metody:
uhlové zrychlenie v n-tom kroku e, = —mgl/l sing,

n

zakladny (dookola opakovany) krok ¢, =¢, + o, . dt
w,.1=0,+¢€, . dt



skusme napriklad takéto otazky

metoda krok za krokom nam umozni ‘
odpovedat na takéto otazky:

 ako sa lis1 frekvencia velkych kmitov
konkrétneho tyzikalneho kyvadla od
frekvencie jeho malych kmitov? .

 ako dlho pada rebrik, ktorého spodny

koniec je oprety o stenu?

» ako pada rebrik, ktory je oprety len o
podlahu (stena tam nie je)?




s —’m dlzka homogénnej tyce from pylab import =
from numpy import =

m=12 kg  hmotnost tyce dt=0.0001
N=30000
=1 m hmotny stred od bodu zavesu t=empty (N+1)
phi=empty(N+1)
. omega=empty(N+1)
[ =16 kgm* moment zotrvacnosti epsilon=empty(N+1)
- = 12.
= [ Oms = 1.
§ = 16.
g = 10.
Yo = /2 pociatocna vychylka T
phi[@]=pi/2
wy =0 pociatocna rychlost omsga (6] = 8.

for n in range(®,N):
epsilon[n] = — mxgxlxsin(philn])/I
tin+l]=t[n]+dt
phi[n+1]=phi[n]+omega[n]*dt
omega[n+1]=omega[n]+epsilon[n]*dt

e, =—mgl/l sing,

$..1=@,+w, . dl

if abs(omegaln+1])<0.001: print(tin+1])

Wy 1 = Wy TE,. dt plot(t,phi)
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perioda kmitov: T =2.7s

pre malé kmity: T =2.3s

nepovinna domaca uloha: vySetrit
zavislost periody od amlitidy

ak je ¢y > n/2 a pohyb skiimame len
po ¢ = x/2, tak vlastne vySetrujeme
pad tycCe respektive dosky ¢1 rebrika
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pad s pociatocnou vychylkou 179°
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doba padu: t=2245s

pre volny pad: #=0.63s
(t=+/2h/g prevysku h=2m)

padajuce tyce sa vyskytuju zhruba
rovnako casto, ako padajuce pohare

vzorec pre dobu volného padu sa
skusa uz na strednej skole, na dobu
padu tyce sa nas nikto nepyta

(Co je skoda, lebo ho vieme vypocitat)



zakon zachovania energie

ak nevieme presne riesit pohybova rovnicu, mozeme sa
vselico dozvediet o jej rieSeniach zo zakonov zachovania

kineticka energia kyvadla: E = %I w*

potencialna energia gravitacnej sily: E, = mgl(1 — cos @)

0

s . . / : /
potencialna energia sily zavesu: E;

(n1jaké premiestnenie, nijjaka praca)

zakon zachovania energie: %Ia)2 + mgl(1 —cosp) = E

zavislost w = ¢ od @: @ = \/% (E — mgl(1 — cos 60))

/./.F. nam dava diterencialnu
rovnicu prveho radu



poznamka k hojdackam

tyzikalne kyvadlo pripomina hojdacky z detskych ihrisk

ale je tu jeden vyznamny rozdiel:
hojdacka v skutocnosti nie je tuhé teleso
(det1 sa na hojdacke hybu a memnia svoj tvar)

tvar sa ale zvykne prudko menit len v bodoch obratu,
c1ze hojdacku mozeme modelovat ako tuhé teleso, ktorée
v bodoch obratu meni svo] moment zotrvacnosti

ak by sa tvar nemenil takmer skokom, ale skor spojito,
moc by sme s1 s mechanikou tuhého telesa nepomohl
(pomalé zmeny tvaru by sme sice mohli modelovat
meniacim sa momentom zotrvacnosti — to uz by ale bola
mechanika tuhého telesa pouzita pre netuhé teleso)




nepovinna domaca uloha na zaver

pre hojdacku typu swing odhadnite moment zotrvacnosti hojdacky
s dietatom sediacim v dvoch typickych polohach

pre hojdacku typu see-saw odhadnite moment zotrvacnosti hojdacky
s dvomi detmi sediacimi v dvoch typickych polohach

napiste program pre numericke riesenie (krok za krokom) pohybovych
rovnic tychto hojdaciek zalozeny na modelovom predpoklade, Ze
moment zotrvacnostl sa meni skokom v bode obratu

porovnajte vysledky s tym, co sa da vidiet (odmerat) na detskom ihrisku



