KOLO, KOLO mlynské
Sast druha: kladka

pohyb sistavy tuhych telies

mechanika 33



sustavy tuhych telies

» ovela castejsie ako s jednym 1zolovanym
tuhym telesom sa stretavame so sastavami
navzajom poprepajanych tuhych telies

o celé strojné mzinierstvo sa do velkej miery
zaobera prave takymito sustavami

» prednasky o dvojrozmernych rotaciach
tuhych telies preto zakonc¢ime pomerne
podrobnou analyzou jednej takejto sustavy

» namiesto roznych zlozitejsich strojov budeme uvazovat jeden jednoduchy stroj, konkrétne kladku,
na ktore] sa naucime zakladny postup pouzitelny aj pr1 komplikovanejsich sastavach tuhych telies



co uz len moze byt zaujimave na kladke?

* no skasme napriklad takato tlohu:
Opica na kladke visi v rovnovahe so zavazim.
Ako sa bude pohybovat zavazie, ak sa opica
zacne splhat smerom hore?

e “lt1s very curious, ~ says Lewis Carroll, “to
note the different views taken by good (Oxford)
mathematicians. Price says the weight goes up
with increasing velocity. Both Chitton and
Harcourt maintain that the weight goes up at
the same rate ot speed as the monkey; while
Sampson says that it goes down. ”




lahka kladka (ZS, SS)

na strednej skole sa hmotnost kladky aj lana zanedbava

ak ma lano nulovta hmotost, potom ak nema mat nekonecné
zrychlenie, tak celkova sila nan posobiaca musi byt nulova

z toho sa (nie velmi jasne) usudi, ze F = W (pozr1 obrazok)

toto odvodenie je dost neporiadne (sily /7a W posobia v tom
1stom smere, okrem nich posobia na lano aj dalsie sily a navyse
samotna kladka v tom odvodeni nehra vobec nijak alohu)

ale mnohym [udom to staci, nayma ak podobnym uvazovanim '\\‘3"\\ .

dokazu pochopit aj volnu kladku a kladkostroj
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volna kladka (ZS, SS)

¢ aj pre volnu kladku s nehmotnym
lanom plati, ze sila posobiaca na
lano musi byt nulova, a teda ze
modré Sipky musia byt rovnakeé (?)
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» kazda z tych modrych Sipiek ma
velkost F' a kedze v rovnovahe je
sila posobiaca na kladku nulova,
dostavame 2F = W
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» pre kladkostroj dostaneme takto
F=N,2N=B,2B=A,2A=W
c1ze celkove

F=W/8




opica na lahkej kladke (ZS, SS)

¢ ak zanedbavame hmotnost kladky aj lana, potom musi
byt sila posobiaca na lano nulova, opica aj zavazie teda
posobia na lano rovnakymi silami, ¢ize aj lano posobi
na ne rovnakymai silami (akcia a reakcia), takze opica aj
lano maja rovnake zrychlenia, a ak startovali z pokoja,
maju rovnake rychlosti a teda stipaji rovnako rychlo

* ak hmotnost lana nezanedbame, tak predchadzajuca
uvaha prestane platit a opica moze stupat rychlejsie
(ak na nu posobi lano vacsou silou ako na zavazie)

* ak nezanedbame ani1 hmotnost kladky, potom na jej
roztacanie treba moment sily, Co znova zmeni ivahy




tak ako to teda vlastne je?

» zda sa, zZe Je naozaj nacase, aby sme sa na ta kladku pozreli poriadne
 Skolské porozumenie kladke je ztitalo neporiadne a zjavne nedostatocné

 Standardné zanedbavania neumoznuju vysomarit sa ani z takej zdanlivo

jednoduchej tlohy, ako je opica na kladke

 takze sa naucme poriadny pristup ku kladke, ktory je navyse dobrou
1lustraciou pristupu k strojarske] mechanike, co je jedna z délezitych
aplikacii tyziky vseobecne a mechaniky specialne
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poriadny pristup ku kladke

klicova otazka:
ako vyzera mechanika lana, ktoré nie je tuhym telesom?

klicova odpoved:
lano mo6zeme chapat ako sustavu malych tuhych telies

v ramcl poriadneho pristupu budeme chapat lano ako akysi
vlacik zlozeny z malych voznov, ktoré ocislujeme od 7 po N
(vozne mozu byt Ilubovolne malé, cize N [ubovolne velké)

napiseme pohyboveé rovnice pre zavazie (resp. viac zavazi),
kladku aj jednotlivé kasky lana a z tychto rovnic vypocitame
ako sa bude cela stustava pohybovat
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sily posobiace na zvisly kaisok lana

na -ty kasok lana ( :=1,...,N') posobia tieto sily:

* jeho tiaz G;

sila F;_;, ktorou na -ty kasok posobi (i-7)-vy kiisok

(Fy je sila, ktorou posobi na prvy kasok lana bud ruka
alebo zavazie, cize F, = F)

sila F7. |, ktorou na -ty kusok posobi (¢+7)-vy kusok
(Fy, Je sila, ktorou posobi zavazie na posledny kuasok,

vV ® V , —
Cize Fy, | = W)

velmi doélezity bude zakon akcie a reakcie: F,_; = F;




sily posobiace na “sikmy” kusok lana

* na -ty kasok lana (:=1/,...,/N') posobia tieto sily:

* normalové sily (normalova zlozka tiaze a normalova
sila, ktorou posobi kladka na lano), ktoré sa navzajom
vyrusia (nie su nakreslené na obrazku)

s tangencialna (dotyCnicova) zlozka tiaze G/ i-teho kuska
* sila F;_;, ktorou na -ty kuisok posobi (i-7)-vy kusok

o sila F/ |,

ktorou na -ty kasok posobi (1+7)-vy kiisok

¢ trecia sila T; (ktorou posobi kladka na -ty kiasok lana)



pohybova rovnica pre kiusok lana

* v tangencialnom smere (t.]. v smere dotycnice k lanu)

ma;, =F:;

[
= i—1+Gi+Ti

* pod kladnym smerom rozumieme smer rastu parametra :
* pre zvislé casti lana mame T, = 0

¢ pre pevné lano sa tangencialne zrychlenia vsetkych jeho
casti rovnake, cize Vi a; = a (toto bude dolezité)

* dostali sme vela rovnic s mnohymi neznamymi silami



zakladny trik

 trik: ak mame vela rovnic s vela silami, z ktorych mnohé st s
navzajom akciou a reakciou, je dobry napad rovnice scitat:

N N
Zmiai 7 Z (Fiy1 — Fioy + G/ + T
=1

=1

N
/ = / o / . .
: Z ( = Fi_l) =Fy 1= F (zo zakona akcie a reakcie)

* sumacia pomoze aj s tiazou kuskov lana: pozdlz kladky je stcet
tangencialnych zloziek tiazi nulovy (z dovodu symetrie kladky),
pozdlz zvislych casti su sucty rovné tiazi tych zvislych casti

N
Z Glt = GB = GA
=1




dokoncenie triku

 sucet tangencialnych zloziek vSetkych trecich sil, ktorymi posobi
kladka na lano ozna¢me T (celkova trecia sila v smere dotycnic)

N
g
=1

* a napokon vyuzgeme ze vsetky zrychlenia st rovnaké Vi a, = a

Z m.a, = a Z m, =ma kde m,; je celkova hmotnost lana

* ked to teraz dame vsetko dokopy, dostaneme jednoducht rovnicu

mla:F],\7+l_F_GA+GB+T

T



pohybova rovnica pre zavazie

* na zavazie posobia dve sily —jeho tiaz a sila, ktorou posobi
lano (konkrétne jeho posledny kasok)

/

s silu, ktorou posobi zavazie na lano, sme oznacili Fy,
reakcia teda bude —Fj_,

7 . / Ve - —— e /
» pohybova rovnica zavazia: m.a=W-—Fy.,
pricom W=m,g

* ak je na opacnom konci lana tiez zavazie (a nie ruka), treba
napisat analogicka pohybova rovnicu aj pre toto zavazie




pohybova rovnica pre kladku

¢ -ty kasok lana posobi na kladku v doty¢nicovom smere silou —T,
(Je to reakcia k sile 7; , ktorou posobi kladka na -ty kiisok lana)

* moment tejto sily je r T; , kde r je polomer kladky (vzdy ten 1sty)
skontrolujte, ¢1 sedia znamienka

» celkovy moment trecich sil: M = Z rT.=rT

* moment sil posobiacich v strede (v bode zavesu) oznacme M,
¢ pohybova rovnica: le=M+M,

* moment M, zavisi od konstrukcnych detailov kladky, v dalSom
budeme predpokladat, ze kladka ma kvalitné loziska a M, = 0




uhlove a obvodové veliciny

» dlzka oblika na kruZnici zodpovedajiuca uhlu @ je [ =reg
(ak meriame uhol v radianoch — btw prave preto su radiany
dobré jednotky, lebo v nich je ten vztah takto jednoduchy)

® pozor na znamienka:
uhol aj poloha st realne cisla merané od kladnej x-ovej osi
pr1 nasich konvenciach je uhol na obrazku kladny, ale poloha
zaporna (lebo kladny smer 1de od ruky k zavaziu)

* akje [ poloha, a nie dizka, potom spravny vztah je [ = —rg
* ak sa uhol a poloha menia, potom pre rychlosti a zrychlenia

ich zmeny dostavame derivovanim (pr1 konstantom r)
V=—rm a=-—re




zrychlenie zavazi a lana

& mame tri rovnice:
la=—-r*T—rM, ma=Fy,,  —F-G,+Gg+T ma=W-F},,

¢ scitanim druhych dvoch sa zbavime neznamej sily Fy,
m+m)ya=W—-F—-G,+Gg+T

* T vyjadrime z prvej] rovnice, ¢cim nakoniec dostavame

M
(ml+mz+r—12) a=W-F—-G,+ Gp——

r




citanie vysledku — rovnovaha

v rovnovaznom stave je a = 0, odkial dostavame F =W — G, + Gy
to je nas povodny vysledok, vylepseny o tiaz jednotlivych casti lana

zaujimave je, ze to plati pre lubovolné I a M, ¢ize zanedbania tykajuce
sa kladky nehraja pre silu potrebnti na udrzanie rovnovahy nijaka alohu

zanedbavanie tykajuce sa lana Gilohu hra a pre tazké lano nie je povodny
vysledok realisticky (napriklad bez zavazia nie je kladka s rozne dlhymi
castami lana na jednotlivych stranach v rovnovahe — ak chceme v takom
pripade rovnovahu, musime posobit nenulovou silou)



citanie vysledku — pohybova rovnica

* vo vseobecnosti prestavuje vztah pre a diferencialnu rovnicu pre ¢(¢)

* vtip je v tom, ze tiaze Jjednothivych casti lana zavisia od uhla ¢
(okrem toho moze F zavisiet od casu, ak posobenie rukou menime)

* yvzhladom na vztah medzi zrychlenim a uhlovym zrychlenim dostavame

M

L5 s
—(m+ mAL) rp = W= FO) = Go() + Gyl)—=
* pre homogénne lano zavisia G, a Gy od @ linearne (preco?)
takze ak je M, zanedbatelné alebo konstantné, dostali sme linearnu dif.
rovnicu, ktora vieme riesit (ale nebudeme to tu robit, mame 1nua robotu)



oplca na zaver

» pre zrychlenie zavazia sme dostali
MS
(m, + mz+r—’2) a=W—F@) -G, +G,

r

* opica posobi na lano silou —F(¥), ¢ize lano na opicu silou F(¢)
a eSte na nu posobi jej taz W, cize m a, = F(t) — W,

M

\)

o spolu mame (ml = mﬁ%) a=W-ma, —W —G,+ Gy

r

M

e povodna rovnovaha nam dava W—-W, - G, + Gg—— =0

o takze na zaciatku pohybu (ml + mﬁé) a=-—m,a,

* zrychlenia st merané pozdlz lana (preto opacné znamienko)

ak zanedbame hmotnost lana aj
kladky, dostaneme a = — a,

ak nezanedbame hmotnost lana
alebo kladky, dostaneme a # — a,

hmotnost lana aj kladky sposobia,

e VV/

zZe opica sa pohybuje s vacsim
zrychlenim ako zavazie



