KOLESA (A INE TELESA) V 3D

¢o vieme povedat zo zdkona (ne)zachovania momentu hybnosti

mechanika 35



zhrnutie minulej prednasky

stav tuhého telesa je urceny polohou jedného bodu a orientaciou v 3D
orientaciu telesa v 3D urcuju tr cisla, ktoré vsak netvoria vektor

formalnemu opisu orientacie sme sa poriadne nevenovali (nieco malo
sme s1 povedali, zvySok sme nechali na prednasku z leoreticke] mech.)

tym padom sme ani neodvodili pohybové rovnice pre tuhé teleso v 3D

takze mame k dispozicu len rovnicu (ne)zachovania momentu hybnosti
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L. =M
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staci rovnica L = M na popis rotacii tuhého telesa?

nie, nestaci, pretoze moment sily zavisi od polohy a orientacie telesa

v plnom zneni vyzera rovnica takto: L(t) — (r(t) r(t) orientacia(z), a)(t))

kde 7, 7 st poloha a rychlost niektorého bodu telesa, pripadne hmotného stredu

samotna tato diferencialna rovnica nam nemoéze “vydat” neznamu funkciu @(?),
pretoze okrem nej obsahuje aj iné nezname funkcie

. / = . p: . . v o =
okrem toho, ak vyjadrime L cez @, do rovnice vstipi a) moment zotrvacnosti 1,
ktory tiez zavisi od polohy a orientacie telesa



—

® _;) N /
a na co teda rovnica L = M staci?

o ako vSetky zakony (ne)zachovania nam umozni nahhadnut niektoré dolezité veci
bez riesSenia pohybovych rovnic (tentoraz dokonca aj bez ich napisama)

* ukazeme s1 to na priklade 3D telesa upevnencho v dvoch bodoch (rotacia okolo
pevnej os1), v jednom bode (precesia detskeho vicika, zatacanie nakloneného
kolesa) a v ziadnom bode (kde s1 len ukazeme nejaké prekvapenia)

* v prvom pripade s1 vyjasnime, preco sa niektoré 3D rotacie daji popisovat
formalizmom 2D rotacii a preco to plati len do 1stej miery, v druhom pripade
pochopime nieco z magie 3D rotacii, v tretom pripade pochopime, ze vela veci
sa bez napisania a vyriesenia skutocnych pohybovych rovnic pochopit neda



pohyb telies upevnenych v dvoch bodoch

3D teleso s dvomi upevnenymi bodmi (napriklad glébus)
sa pohybuje okolo os1 prechadzajuce) tymito bodm

rotacie okolo pevnej os1 sa daja opisovat ako 2D rotacie

a Casto sa to naozaj tak robi

jednotlivé momenty (zotrvacnosti, sily a hybnosti) v dvoch
a troch rozmeroch st vSak dost odlisné rozne vect:
v 2D su to tr1 ¢isla, v 3D st to tenzor a dva vektory

aky je suvis medzi momentami v 2D a 3D?

—

ako vypocitame I, L a M ak pozname I, L

aM?

ako sa prejavuje trojrozmernost
vo formalne dvojrozmernych
rotaciach okolo pevnej os1?



rotacia okolo pevnej osi

* teleso rotujtice okolo pevnej osi st mozeme predstavit ako kebab,
t.]. ako nakrajané na tenké platky rotujace okolo bodov lezacich
na osl otacania celého telesa (platky ocislujeme indexom n)

» pre kazdy platok plati rovnica pre 2-rozmerné rotacie I, ® = M,
(pre tuhé teleso sa uhlové rychlosti vsetkych platkov rovnaké)

* medzi platkami posobia r6zne komplikované sily, ktorych sa
mozeme zbavit Standardnym trikom — scitanim cez celé teleso

lo=M

kde I je sicet momentov zotrvacnosti jednothvych platkov
a M je vysledny moment sily v smere os1 otacania




od sum cez platky k sumam cez hmotné body

pre 3D rotacie okolo pevnej os1 sme

dostali akoby rovnicu pre 2D rotacie:
lo=M

momenty I a M sme nash rozlozenim
telesa na platky kolmé na os otacania

celkové momenty st sumy cez platky
(ktore su cislované indexom n)

3] M-y g

co prepiseme ako sumy nie cez platky,
ale cez jednotlivé hmotné body telesa

e pre kazdy platok plati (premyslite si to)
1 — Z m; p? cez n-ty platok

Mn = 2 (ri X Fi) ‘V smere 0si rotacie LLs n-t;’z plétOk
i
kde p; je vzdialenost i-teho bodu od os1 rotacie

e spolu teda

= 7
I = Z m; p;
l
e Tvonk
M = Z (ri X Fi ) |V smere 0si rotacie
l

kde sumy 1du cez vSetky hmotné body telesa




- . - —
ako to savist s 3D rovnicou L =M ?

» vezmime 3D rovnicu a urobme je; o dalej plati 7 - I(7) = Z m; p?
priemet do os1 rotacie (to sa urobi i
vynasobenim oboch stran rovnice
skalarne jednotkovym vektorom n
v smere osl1 rotacie — zdovodnite)

(mavod: najprv to ukazte pre n

v smere 0sl z, a potom s1 premyslite,

= P - g ze to uz je vlastne vseobecny dokaz)
« pre pre pevnu os plati 77 = 0 a teda * hodnota posledného vyrazu sa pri
- +i = (ii- L) rotaciach okolo pevnej os1 nemeni
dt

c1ze sme opat dostali 7@ = M, kde

e i-L=0i-1I(@)=#-I}) o

pretoze I je linearne zobrazenie I=n .f(ﬁ) alM=n-M




ako sa prejavuje 3D vo formalne 2D pohybe

predstavme s1 teraz teleso rovnomerne rotujace okolo pevnej osi,
ktora vsak nie je totozna s niektorou z jeho hlavnych osi

v takom pripade nebude moment hybnosti tohto telesa smerovat
rovnobezne s vektorom jeho uhlovej rychlosti

L=I@)} @

ak sa @ nemeni, 1né vecl sa menia: tenzor momentu zotrvacnosti
a] vektor momentu hybnosti sa napriklad otacaja spolu s telesom

koncovy bod vektora L sa pohybuje rovnomerne po kruznici



moment sily posobiact na pevnu os pri takejto rotacn

— -

moment sily posobiace] na os = rychlost zmeny L: M=1L

rychlost tejto zmeny je rovna obvodove] rychlosti koncového
bodu vektora L pr1 jeho rovhomernom pohybe po kruznici

polomer kruznice, po ktorej sa pohybuje tento bod je Lsiné
co mozeme napisat aj ako|n X L |

uhlova rychlost tohto pohybu je @, obvodova je uhlova krat

polomer, ¢ize L = @ X L (overte spravny smer vektora L)

—

moment sily posobiaci na pevnt os je teda: | M = @ X (@)




zhrnutie

» rotacie 3D telies okolo pevnej os1 sa daju efektivne popisat ako 2D rotacie
s momentom zotrvacnosti I =7 -I1(n) a momentom sily M =n-M
(zvykne sa o nich hovorit ako o momentoch vzhladom k osi v smere n)

* trojrozmernost rotacie sa prejavuje v nenulovom momente sily kolmom
na os rotacie, ktory je potrebny na udrzanie osi rotacie vdanom smere

» pri rotacii uhlovou rychlostou @ sme pre tento moment sily dostali

—

M=wXI(®)
(CIm vacsi moment zotrvacnostt a ¢im vyssia uhlova rychlost, tym vacsi
moment sily je potrebny na udrzanie rotacie okolo dopredu vybranej osi)



vsuvka: ako ma clovek otacat os rotujaceho kolesa

toto nie je uloha s pevnou osou rotacie, ale uizko
s nnou suvisi, je jednoducha a pritom poucna

koleso sa otaca okolo vertikalnej osi, konce tejto
osl drzime v rukach — akymai silami1 mame na os
posobit, aby sa otacala v rovine shdu?

odpoved: sily musia posobit nie v rovine shdu,
ale kolmo na rovinu slhidu (prekvapko)

uloha: ukazte, ze je to nozaj tak

navod: ako smeruja L, L, M a sily nasich ruk?



pohvyb telies upevnenych v jednom bode

teraz sa pozrieme na pohyb detského vitika, ¢o je pohyb
rotujaceho telesa jednym pevnym bodom (nie celou osou)

ten bod nemusi byt v realite pevny (Viéik sa pomerne casto
po podlozke pohybuje), ale my budeme pre jednoduchost
uvazovat pripad s nepohybujacim sa opornym bodom

vo vhodnej vztaznej sustave a pr1 povrchnom pohlade
moze tento pripad pripominat rotaciu okolo pevnej osi,
ale v skutocnosti 1de o nieco vyrazne odhisné

vlciku sa vo fyzike casto hovori symetricky zotrvacnik



precesia vicika

as1 najprekvapujucejsou vlastnostou naklonencho

rotujiiceho vicika je, ze namiesto toho, aby spadol, — e

sa jeho os rotacie zacne otacat okolo zvisle] osi

v dalsom nahhiadneme, preco je to tak, a tiez ktorym
smerom a akou uhlovou rychlostou os vicika rotuje

nahhiadnutie nebude uplne vodotesné, pretoze bude
zaloZzené na 1stom (zo zaciatku tichom) predpoklade,
ktory v skutocnosti nie je skoro nikdy celkom splneny

ale casto je ciastocne splneny, ¢co nam bude stacit



preco dochadza k precesn

nech vi¢ik rotuje uhlovou rychlostou @ okolo jedne;

zo svojich hlavnych osi

jeho moment hybnosti je v takom pripade L=I1%
kde I je moment zotrvacnosti vzhladom k tej os1 rotacie

moment grav1tacnq sﬂy vzhladom k bodu kontaktu je
M = r, . Xmg asmeruje do roviny obrazka (moment
kontaktnej sily vzhladom k tomuto bodu je nulovy)

kedse M=L L L , vektor L nemen svoju velkost, len smer

(Co vzhladom na smer L znamena pootocenie okolo zvislej osi)

po pootoceni sa situacia presne zopakuje, a to znova a znova,

—

C1ze vektor L

rovnomerne rotuje okolo zvislej osi




uhlova rychlost precesie vicika

koniec vektora L sa pohybuje rovnomerne po kruznici
obvodovou rychlostou |f| — ]\7 | =mlgsin@,kdelje ¢
vzdialenost hmotného stredu vicika od bodu podopretia

polomer tejto kruznice je Lsinf = I w sin @

uhlova rychlost pre rovnomerny pohyb po kruznici je
(ako vzdy) dana pomerom obvodova rychlost / polomer

pre uhlova rychlost precesie vicika teda dostavame

z
o- -

[ w

¢im vyssia @, tym mensia £



poznamka o zaveroch odporujucich predpokladom

e vysledna uhlova rychlost vi¢ika je saétom uhlovych rychlosi @ a Q

e to je ale v rozpore s predpokladom, ze uhlova rychlost vitika jelen @
e Co je dost blbé: vysledok vyvracia predpoklad, ¢ize sa mu neda doverovat

* jedine, Ze by nesulad vysledku s predpokladom bol dostatocne maly
(Cim mensi rozdiel, tym doveryhodnejsi vysledok)

* pre velkeé @ (a tym padom malé ?i) su vysledky nasich avah o precesn
vlcika pomerne spolahlivé, s klesajacim @ klesa aj spolahlivost tych tvah



zatacanie kolesa

prekvapujtcou vlastnostou nakloneného rotujiceho
kolesa je, ze nespadne, ale zacne zatacat

v dalsom nahliadneme, preco je to tak, a tiez aky je
polomer prislusnej zakruty

nahhiadnutie opat nebude uplne vodotesné, pretoze
bude zalozené na 1stom (opat zo zaciatku tichom)

predpoklade, ktory je nie vzdy splneny

znova teda pojde len o priblizné (aj ked v zasade
celkom uspokojivé) vysvetlenie pozoruhodného a
doleziteho javu




preco dochadza k zatacaniu nakloneného kolesa

uvazujme celt situaciu v stustave pohybujtce; sa spolu s hmotnym
stredom kolesa (ale nerotujucej spolu s kolesom)

momenty uvazujme vzhladom k hmotnému stredu — vzhladom
k nemu je moment gravitacnej aj fiktivnej zotrvacnej sily nulovy

na koleso posobi podlozka vo vertikalnom smere pruznou silou,
a v horizontalnom smere statickym trenim (ak nedochadza k smyku)

moment tychto dvoch sil smeruje kolmo na rovinu obrazka,

—_— 5 =

* Vv = / 4 4
cizeM =L 1 L a L tedanemeni velkost, ale len smer
(Co znamena pootocenie kolesa v nasej vztaznej sustave)

po pootoceni sa situacia presne zopakuje = otacanie v nasej sustave = zatacanie vzhladom k ceste



polomer zatacky nakloneného kolesa

* vo vztazne] sustave hmotného stredu sa koleso otaca okolo
vertikalnej os1 uhlovou rychlostou, ktora oznacime €2

7 hladiska ststavy “cesta” sa pohyb kolesa javi ako pohyb
po kruznici, ktorej polomer oznacme R

o velkost rychlosti pohybu nasho kolesa po kruznici v = QR
je pritom rovnaka ako obvodova rychlost kolesa v=wr

e pre pohyb po kruznici musi byt dostredivou silou prave
trecia sila (nijaka ina nie je k dispozicii), ¢ize T = mQ°R

e v dalSom bude uzitocné prepisat to do tvaru T = m Q wr



otacanie nakloneného kolesa okolo vertikalnej osi

ak sa koleso v nasej vztaznej sustave otaca, koncovy bod
vektora L sa pohybuje po kruznici s polomerom L cosé

obvodova rychlost pohybu po tejto kruznici je € Lcos 6

. . o 7 =" Vv . / =
a tato obvodova rychlost nie je nic iné, ako L, co je rovne M

L =Ilw, kde w je uhlova rychlost rotacie kolesa okolo
vlastnej ost a I je moment zotrvacnosti vzhladom k tejto osi

velkost momentu sily vzhladom k hmotnému stredu kolesa
M=Nrsind—Trcosf (kladny smer = smer do obrazka)

spolu teda dostavame: Q[ wcos@ = Nrsin€ — Trcos8

mgr tan 0 (I + mr?) w?

odkial uz vcelku jednoducho najdeme Q a z neho aj R (I +mr?)w mgtan @



a opat zavery odporujuace predpokladom

podobne ako pr1 precesu zotrvacnika sme na zaciatku predpokladali, ze
uhlova rychlost je @, ale na konci sme dostali dalsi nenulovy prispevok

k uhlovej rychlosti Q, o je v rozpore s predpokladom

cely postup je teda ako tak spolahlivy len ak je Q < w

tan ¢
vysledok nie celkom spolahlivého odvodenia: € = mgr tan

(I +m)w

takze nase odvodenie je tym spolahlivejsie, ¢im rychlejsie koleso rotuje
a ¢im menej je naklonené



mravne ponaucenia

rotujace telesa v 3D priestore sa casto chovaju velm1 neintuitivne

ciastocny vhlad do ich chovamia mozeme ziskat na zaklade zakona
(ne)zachovania momentu hybnosti, ale vysledky takychto avah sa
rozumne spolahlivé len v urcitych Specitickych pripadoch

skutocné porozumenie pohybu tuhého telesav 3D vedie cez riesenie
pohybovych rovnic pre takéto teleso (pricom my sme tie rovnice ani
len nenapisali, nechali sme to na prednasku z Teoreticke) mechaniky)

spominané pohybové rovnice sa vo vseobecnosti riesia dost tazko
(vzdy sa vsak daja riesit starou dobrou metoédou “krok za krokom™)



pohyb neupevneného tuhého telesa

cielom tejto poslednej casti je ukazat, aky intuitivne neocakavany moze
byt pohyb tuhého telesa aj v tom najjednoduchsom moznom pripade,
ked na toto teleso neposobia nijakeé sily

pre stéricky symetrické teleso bude vsetko uplne jasne
(bude to vyplyvat zo zakona zachovania momentu hybnosti)

pre rotacne symetrické teleso dostaneme zlozitejsi pohyb

(bude to precesia, ktorej sa da porozumiet pomocou 7 - 0)

pre rotacne nesymetricke teleso nas caka aplné prekvapko
(ktoré by nas malo varovat pred spolichanim sa na intuiciu)




rotacia gulate] a Sisatej lopty

» ogulata lopta: v dosledku symetrie plati L=Iw

—

_)
M=0 = L sazachovava = @ sa zachovava

jednoducha rotacia v zhode s intuiciou

 S15ata lopta: vo vseobecnosti L = I (0) # @

—

_)
M =0 = L sazachovava, ale @ sa nezachovava

precesia podobna (aj ked 1na) ako pr1 zotrvacniku




and now for something completely ditferent

» hranata lopta (domacke meno: tehla)

pohyb ziskany riesenim pohybovych
rovnic (ktoré sme s1 ani len neodvodili)
metodou krok za krokom

necakany “kotrmelec” nielen pre tehlu,
ale aj pre nasu intuiciu

e “kotrmelec” rozhodne neznamena,
ze moment hybnosti sa nezachovava
varovanie: pr1 3D rotaciach sa nikdy nepokasajme
prave naopak — je nutnym dosledkom pochopit vseobecny pohyb na zaklade intuicie
zachovania momentu hybnosti ziskanej na jednoduchych Specialnych pripadoch
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realny priklad na zaver

nesymetrické teleso v bezvahovom stave




