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Hookov zakon

v povodnom zneni hovoril tento zdkon
o makrosopickych telesach (tyce, lang, ...)

ide o experimentalny vysledok: relativne
predlZenie je priamo umerné tlaku (resp.
tahu) na koncoch telesa

dnesny pohlad na deformaiciu telies:
zakony pruznosti formulujeme pre malé
(infinitezimalne) kisky a deformaciu telies
potom z tychto zakonov vypocitame

—

!

Hookove experimenty
< Prednasky o pruzine
vyborne to llustruje jedna strana s obrazkami

=]
zavislost predlZzenia od vahy (bezna pruzina)

+ Fig, 2

zavislost predlZenia od vahy (hodinova pruz.)

+ Jng, l,

predlienie zatazeneho kovoveho lanka




porozumenie Hookovmu zakonu

v skutoCnosti je Hookov zakon natolko prirodzeny, ze sa da vlastne cely uhadnut
lineadrna zavislost predlzenia Al od sily F (pre rozumne malé F) - Taylorov rad
linearna zavislost predlzenia Al od dlzky / - princip vlacika (vysvetlime hned)
nepriama umernost predizenia Al a plochy S - Svatoplukov princip (hned potom)

poznamka: “princip vlacika” a “Svatoplukov princip” nie su bezné nazvy
su to umelé terminy vymyslené len pre ucely tejto prednasky



princip vlacika,

rozdelme si tyC€ na n rovnakych kuskov (vozriov) v smere pésobenia sily

2 7 F I
<« — | —

ak sa kusky nehybu, potom na kazdy z nich pésobia z oboch stran rovnaké sily
na prvy kusok posobi zlava sila —F, ize sprava musi posobit druhy kusok silou F

podla zakona akcie a reakcie posobi prvy kisok na druhy silou —F, a tak dalej
kazdy kusok je teda roztahovany silami —F a F, celok je natiahnuty n-krat

ak je celkové predlzenie imerné poctu dielikov n, tak je Umerné celkovej dlzke /



zovseobecneny Svatoplukov princip

rozdelme si ty¢ na n rovnakych tenkych pratov
(budeme ich natahovat a nie zohybat, preto zovSseobecneny Svatoplukov princip)

na kazdy prut pésobi len n-tina sily F, ale natiahnu sa rovnako /

na kazdy prut pritom posobi rovnaky tah resp. tlak

natiahnutie resp. stlaCenie teda nie je jednoznacne dané silou, ale tahom resp.
tlakom (silou predelenou obsahom plochy) a je teda priamo umerné sile a
nepriamo umerné obsahu plochy, na ktoru tato sila posobi



Hookov zakon pre malé kusky

v skutocCnosti je toto zakladny zakon tedrie
pruznosti a tiez sa da cely uhadnut

linearna zavislost predlzenia Aa od sily F

vyplyva (pre malé F') z Taylorovho radu

linedrna zavislost predlzenia Aa od tlaku

F/S vyplyva zo Svatoplukovho principu

linedrna zavislost predlzenia Aa od dlzky a
vyplyva z principu vlacika

— C
a

Aa_lF

a E bc



od malych kuskov k vel'kym telesam

dve formulacie pre Hookov zakon (jedna pre maly kusok :
a jedna pre dlhu ty¢) vyzeraju ako dve ekvivalentné veci ’

princip vlacika nam umoznuje z platnosti jednej z tychto
formulacii rychlo nahliadnut platnost tej druhej

_%
v skutocnosti je ovela dblezitejSi Hookov zakon pre malé :
kisky, pretoze z neho sa da vypocitat deformacia telesa priklad: ako sa

v mnohych navzajom velmi odlisSnych pripadoch predlzi visiaca ty¢

(na ktoré uz jednoduchy princip vlacika nestaci) vlastnou tiazou?



deformacia visiacej tyce vlastnou tiazou

maly kidsok vo vzdialenosti x od bodu zavesu

gravitacna sila: gpSdx
sila zospodu: gpS(—x—dx) (preco?)
sila zvrchu: gp S —x) (preco?)

predlzenie kiska: A dx = % (l—x)dx (preco?)

[
predlzenie ty¢e: Al = J —~ (- x)dx = %(12—@ =
0




o A < i R
“*" deformacia nosnika vlastnou tiazou

nasledujuci priklad je len (skaredou) ilustraciou skutocnych (Skaredych) vypoctov
v tedrii pruznosti; netreba vsetkému rozumiet, ale je uzito¢né to aspon raz vidiet

majme tzv. nosnik (t.j. ty¢ resp. dosku urcitého profilu) podoprety v dvoch bodoch

ako sa nosnik prehne pod vplyvom vlastnej tiaze?

aka konkrétna funkcia z = f(x) opisuje priehyb nosnika?



L A n
oV “Poy,

" funkcia a jej polomer krivosti

rieSenie spociva v pouziti niekolkych trikov,
prvym je pouzitie tzv. polomeru krivosti N

ak sa pohybujeme po kusku nejakej krivky, Exd
zodpoveda to v kazdom bode pohybu po 5g0
nejakej kruznici - aky je jej polomer? :

L e 2

R=—
0, do/dt do

pre plytku krivku dz < dx a p = tangp =f
b dp d*f

R dx dx2




L A n
oV “Poy;

pruzneé sily posobiace na prierez

“Gp

polomer krivosti sa vyskytuje v pruznej sile fibres contracting
pOsobiacej v ohnutej tydi, v ktorej sa rozne
vlakna predl|zia roznym sp6sobom

vlakno vo vertikalnej vzdialenosti z od neutral surface \
s { v s ’ s ibres extendin
neutralneho (nepredlzeného) vlakna ma TR AT

polomer krivosti R + 7 a teda relativne

rediZenie At A S ISR 0
P Rbg R 100",

Cize pruzny tlak vo vertikalnej vzdialenosti z

Ez

od neutradlneho vldkna je o




dalsi trik: celkové predlzenie tyce ¢i dosky povazujeme za zanedbatelné, t.j. celkovu pruznu
silu posobiacu na prierez neberieme do uvahy

celkovy moment sily pruznych sil pésobiacich na prierez je vsak nenulovy
a prave z neho vytiahneme kltucovy vztah pre funkciu f(x) /

dalsi trik: uvazovat moment sily vzhladom k osi prierezuv smerey- - - - - - - 1+ - /- it
OS OtacCania

c/2 ¢bl2 2 y
Z El
M = J J dzdyz e
—c/2 J —b/2
symbol I oznacuje prislusny integral (nie velmi stastne sa mu hovori moment zotrvacnosti)
S : o : d’f(x)
v spojeni s vyjadrenim polomeru krivosti dostavame: = — M(x)

dx? El



posledny trik: na kus tyce od pociatku az po x posobi v rovhovahe nulovy moment sily

moment sily od podpery vzhladom k stredu prierezu v mieste x je —%mgx

MEX x
Lage2

moment gravitacnej sily pdsobiacej na tento kus vzhladom k tomu istému bodu je

moment pruznych sil musi vykompenzovat tieto dva momenty, ¢ize M(x) = %mgx(l—%)



. \C he

koneéne vzt’ah pre funkciu f(x)

“Gp

spojenim rovnice pre suvis polomeru krivosti s momentom sily a vyjadrenim momentu sily

d*f(x)  mg
dx2  2EI

L
z

zintegrujeme a mame prvu derivaciu
diix). oo e o
=— | ——-—]+c
dx EI \ 4 6]

2 it : d
konstantu uréime z podmienky ];(;) |

mgl?
24E1

.~ =0, dostaneme ¢ = —
=12



e
N\
“Gp

koneéne funkcia f(x)

este raz zintegrujeme

g R T 2
foy=—2 [ =-2=-)+¢
EI \ 12 241 24

konstanta sa urc¢i z podmienky f(0) =0 (dostaneme ¢'=10)

odtialto uz vieme povedat vsetko, napriklad maximalny priehyb

mg [°
384 EI

JUi2) = —



zaverecné povzdychy kK nosniku

preco sme uvedeny vypocet priehybu nosnika nazvali Skaredym, a nie peknym?
pretoze bol zaloZzeny na privelkom mnozstve trikov, predpokladov a priblizeni

cely postup navyse nebol velmi prirodzeny (ovela prirodzenejsie by bolo ziskat
diferencidlnu rovnicu pre deformaciu velkého nosnika z podmienok rovnovahy
pre jeho malé kusky - my sme ju ale ziskali z podmienky rovnovahy pre velky kus)

ale bola to zrejme celkom uzitoc¢na ilustracia toho, ako pocitaju tieto veci inzZinieri
(podobne by sa pocitalo prehnutie nosnika podopretého v troch bodoch, ¢o je
priklad, ktory nema jednoznacné riesenie v ramci mechaniky tuhého telesa)



uvodné povzdychy k pruznosti v 3D

mechanika pruznych telies v 3D je ovela komplikovanejsia ako v 1D

konkrétne samotny Hookov zakon v 3D je 81-krat komplikovanejsi ako v 1D
(nastastie to nie je az takeé zlé, v skutoCnosti je len 36-krat komplikovanejsi)
(v este skutocnejsej skutoCnosti je dokonca iba 21-krat komplikovanejsi)

¢o znamenaju v tomto pripade cisla 81, 36 a 21, to si hned' vysvetlime

ale skoro nic viac si uz z mechaniky pruznych telies v 3D nepovieme
(nie preto, ze by to nebolo dblezité a zaujimavé, ale preto,
ze na druhy semester je to asi predsa len prilis velké susto)



Hookov zakon pre priecnu deformaciu

ak maly kusok pruznej latky stlacame alebo
natahujeme v jednom smere, deformuje sa
aj v kolmych smeroch

ore relativne predlzenia v kolmych smeroch — I / /F
platia analogické zakony ako v pozdlznom : Eloehind Ly :
smere, akurat Youngov modul pruznosti E /b

je v nich nahradeny konstantami E’, E” a

v izotropnej pruznej latke plati £'= E” a Ab 1 F Ac 1 F

konstantu 1/E’ zapisujeme obvykle ako ¢/E,

kde o je tzv. Poissonova konstanta



Hookov zakon pre deformaciu v smyku

na maly kusok pruznej latky méze posobit
nielen sila kolma na plosku tohto kuska, ale
aj sila rovnobezna s ploskou

ak je pritom celkovy moment sily nulovy, _
kiisok sa neroztoci, ale zdeformuje sa
_{Fl-

d

posunutie (nie predlzenie) v smere sily teraz
nie je umerné velkosti kuska v tomto smere,
ale velkosti kuska v smere kolmom na silu

zakon sa ¢asto formuluje aj pomocou uhla 9 P by
(pricom pre malé uhly Ac/a =tand =9 )



kol'ko je napati a kol'ko deformacii?

na kazdu dvojicu protilahlych stien kvadra kazda stena sa moze deformovat v smere
mozu posobit tri navzajom kolmé sily (po kolmom a v dvoch rovnobeznych smeroch

deleni plochou steny ich volame napatia)
deformacie vyjadruju vzajomné posunutie

dvojice protilahlych stien su tri, takZe protilahlych stien = tykaju sa dvojic stien

spolu mame devat roznych napati
tri dvojice protilahlych stien a pre kazdu

kazdé z tych napati sposobuje deformaciu deformacie v troch réznych smeroch:
v niekolkych réznych smeroch spolu devét réznych deformacii

vo vSeobecnosti hovori Hookov zakon o tom, ako zavisi tychto devat deformacii od
spominanych deviatich napati (tlakov resp. tahov), Hookovych zakonov je teda 81



. \C e
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matemarticka povaha napatl a deformacii

napatie v pruznom telese je v skutocnosti deformacia v pruznom telese je tiez tenzor,
tenzor, ktory vektoru plosky priradi vektor ktory povodnému polohovému vektoru
pruznej sily posobiacej na tuto plosku priradi posunuty polohovy vektor (a odrata
(pod vektorom plosky sa rozumie vektor od toho posunutie a otocenie telesa ako
kolmy na tuto plésku, ktorého velkost je celku, aby to bola naozaj len deformacia)

rovna velkosti tejto plosky)
9 deformacii spominanych na minulom

9 napati spominanych na minulom slide slide predstavuje 9 kartézskych suradnic
je 9 kartézskych suradnic tenzora napatia tenzora deformacie

obidva tieto tenzory su symetrické, Co znamena, ze ich suradnicové matice su symetrické
symetricka matica ma 6 nezavislych komponent - nezavislych Hookovych zakonov je teda 36
(v skutoCnosti je nezavislych konstant v Hookovych zdkonoch este menej, len 21)



dobra sprava na zaver

obidva tenzory (napatia aj deformacie) st v pruznom telese funkciami polohy a casu

prirodzeny jazyk fyziky pruznych telies su diferencidlne rovnice pre tenzory, ¢o je dost
zjavne mimo ramec prvych dvoch semestrov zakladného kurzu tyziky (to je zla sprava)

preto podobne ako v pripade trojrozmernych rotacii tuhého telesa, aj trojrozmerné
deformacie pruzného telesa velmi rychlo opustime a vratite sa k nim, aspon do urcitej
miery, na prednaske z Teoretickej mechaniky v druhom rocniku (to je ta dobra sprava)

my sa na buducej prednaske vratime k jednému rozmeru a naucime sa ako vyzera
mimoriadne (naozaj mimoriadne) dolezity jednorozmerny pohyb pruzného telesa



