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programoveé vyhlasenie

na minulej prednaske sme pre pohyb pruzného telesa v 1D dostali vinovu rovnicu,
ktora sa vyskytuje v mnohych oblastiach tyziky, a preto je uzito¢né naucit sa ju riesit

pod rie$enim vinovej rovnice rozumieme najdenie takej funkcie, ktora splna
a) vinovu rovnicu

b) pociatocné podmienky u(x,0) = f(x) a u(x,0) = g(x)

c) tzv. okrajové podmienky (ak hfadame rieSenie len na ohranicenej oblasti)

teraz sa naucime jednu metddu rieSenia tejto rovnice, ktora skvelo funguje v 1D
nabuduce sa nau¢ime ind metddu, ktora funguje aj vo viacerych rozmeroch



jednoznacnost’ riesenia vlnovej rovnice

pre parcialnu diferencialnu vinovu rovnicu plati %

; , 3 B , veta o existenci a jednoznacnost1 riesenia
podobna veta o jednoznacnosti rieSenia, aka

| KaZdad slusnd diferencidlna rovnica spolu s pociatocnyme podmienkams

platila pre obycajné diferencialne rovnice [ md prive jedno rieSenie & rieSmic existuie a e jesnonadné |
=i X i . . B ; = poclatocnymi podmienkami st pociatocna poloha a rychlost: xy, v,
( I en tre ba k pOCI atocnym pOd mien ka m p Il d at aJ | (ak je rad rovnice, t. j. stupen najvyssej derivacie, rovny n, potom si poc.

| podm. dané hodnotami derivacii od nultej az po n-/ v pociato¢nom case)

tzv. okrajové podmienky - este o nich bude rec)

= klebeta: pod slusnostou diferencialnej rovnice m.x(f) = F (x(t),)'c(t), t)
tu rozumieme spojitost funkcie F a jej prvych parcialnych derivacii
(Co presne je parcialna derivacia v tejto chvili vediet nepotrebujeme)

e e e S S ey

vetu tu nebudeme dokazovat, dokaz sa ale robi (klebeta pre diferencidlne rovnice infch radov znie tplne analogicky) ;
Na predna'§ke z Teorie elektrOmagnetiCkéhO e .
pola v druhom rocniku veta o jednoznacnosti ndm umoziuje
pouzivat hadanie ako exaktnu metédu
princfp superpozicie avetao jednoznac”:nosti riesenia rovnic - ak uhadneme jedno

umoznuju velmi lahko riesit vinovu rovnicu v 1D rieSenie, tak viac ich uz neexistuje



superpozicie postupniych vin

vinova rovnica je linearna parcialna diferencialna [ =—
: : : e S rincip superpozicie pre linearne dif. rovnice |
rovnica (obsahuje dve druhé derivacie a kazdu -

z nich v prvej mocnine)

| Toto je to kiizlo, ktoré robi z linedrnych diferencidlnych rovnic relativne zvlddnutelnii vec.

| = superpoziciou (alebo tiez linearnou kombinaciou) funkcii x,(f) a x,(?)
| nazyvame funkciu cx;(t) + c,x,(f) kde ¢; a ¢, st lubovolné konstanty

p re I Inearne d |fe rencia I ne rovnice (Cl Uz O bycaj ne § = princip superpozicie: ak sa dve funkcie x;(f) a x,(f) rieSeniami linearne;
s s ; 5 e 3 diferencialnej rovnice ay(t)x(?) + a,(H)x(t) + a,(H)X(t) = b(t) s dvomi pravymi
alebo parcialne) plati princip superpozicie, ktory | swnami 6,0 a 6,0, potom ich superpozicia ¢+ e je riesenim
tejto rovnice s pravou stranou c;b;(t) + c,b,(1)
p re VI NOVU rovnicu h ovorl tOtO: d k SU U | (x ’ t ) d : = dokaz: pozriem, vidim (derivacia superpozicie je superpozicia derivacii)

tloha: napriek trivialnosti si ten dokaz samostatne poriadne urobte

u,(x, £) riegeniami vinovej rovnice, potom je ajich L IO

superpozicia ¢, u(x, 1) + ¢, uy(x, 1) s lubovolnymi

konstantmi ¢, ¢, rieSenim tejto rovnice nielen postupné viny, ale aj
ich lubovolnhé superpozicie

dbkaz: pozriem - vidim (uloha: naozaj pozrite) su rieSeniami vinovej rovnice



d’Alembertova metdoda

v jednorozmernom svete sa rieSenie vinovej rovnice uhadne sokujuco lahko

zaCnime rieSenim rovnice na priamke (aby sme nemali okrajové podmienky)

pociatoc¢na vychylka nech je u(x,0) = f(x) a pociatocna rychlost nech je nulova
rieSenie sa da uhadnut z fleku (prvy ho uhadol prave Jean d’Alembert v 18. stor.)
u(x,t) = %f(x—v.t) + %f(x+v.t)

ako superpozicia postupnych vin to splna rovnicu a zjavne to splna aj poc. podm.
(vypocitajte derivaciu podla c¢asu v Case t = 0 a ukazte, ze je naozaj rovna nule)



slovny opis d’Alembertovho riesenia

pociatocnu podmienku rozdelime na dve rovnaké polovice a kazdu z nich posleme
svojim smerom (jednu doprava a jednu dolava)

ked sa to povie takto, hned zaciname tusit, preco d’Alembertova metdéda nebude
dobre fungovat vo viacerych rozmeroch

vo viacerych rozmeroch je nekonecne vela smerov a ak by sme chceli postupovat
analogicky, potrebovali by sme rozdelit pocCiatocnu podmienku na nekonecne vela
rovnakych casti - lenze to by bola kazda z nich nulova

skvela d’Alembertova metdda je preto skvela len v jednom rozmere (bohuzial)



nenulova pociatocna rychlost’

skidste uhadnut riesenie vinovej rovnice na priamke pre nulovu pociatoc¢nu vychylku
u(x,0) = 0 a nenulovu pociatocnu rychlost u(x,0) = g(x)

1
mozno nebude zly napad vyuzit funkciu G(x) = — J'g(x) dx
V

ukazte, ze funkcia u(x, t) = % (G(x +vt)—Gx —v t)) spliia pociatoéné podmienky

premyslite si, ze superpozicia tohto rieSenia s rieSenim z predchadzajuceho slidu
predstavuje Uplne vSeobecné riesenie vinovej rovnice na priamke
(a vSimnite si, Ze nam na toto riesenie stacili Styri postupné viny)



vina na polpriamke (pevny koniec)

ako priklad okrajovych podmienok si predstavme vinu na polpriamke s pevnym
(nevychylenym) koncom - ak ma tento bod suradnicu 0, tak okrajova podmienka

znie: u(0,r) =0

ako dosiahnut pri pociatoc¢nej podmienke “slon” splnenie okrajovej podmienky?

4 \___\
takto (doplnenim na celd priamku):
presvedcte sa, Ze rieSenie -
na priamke splna okrajovu A /’

podmienku na polpriamke



okrajova podmienka pre volny koniec

ako dalsi priklad okrajovych podmienok budeme uvazovat vinu na polpriamke
s volnym koncom (volny znamena, ze nanho nepdsobi nijaka vonkajsia sila)

ako vyzera okrajova podmienka v takomto pripade?

aby sa infinitezimalne maly i

a lahky kusok nepohyboval / / F = ESu/(0 + dx, 1)
s nekonecnym zrychlenim, =1
potrebujeme nulovu silu / pruzna sila od suseda vpravo

ako sme ju odvodili vyssie

v limite dx — 0 dostavame podmienku: | u'(0,f) = 0




® , s ®
vina na polpriamke (volI'ny koniec)
skisme teraz najst riesenie vinovej rovnice na polpriamke s volnym koncom
(t.j. s koncom, na ktory nepo6sobi nijaka sila)

na minulom slide sme ukazali, Ze na volhom konci plati okrajova podmienka

u'(0,r) =0

ako to dosiahnut?

takto: ' ‘ —

(presvedcéte sa o tom) < e




odraz viny na konci polpriamKky

rieSenie na polpriamke sme dostali tak, ze sme nasli rieSenie na priamke (ktoré
uhadol uz d’Alembert) s pociato¢nymi podmienkami na doplnenej polpriamke
zvolenymi tak vhodne, aby rieSenie na priamke zabezpecdilo splnenie okrajove;

podmienky pre polpriamku

ak sa teraz pozerame len na pévodnu polpriamku, vidime polovicu “slona”
odchadzat z polpriamky a zaroven sa z druhej strany vracat, ¢o vyzera ako odraz

v pripade pevného konca sa “slon” odraza tak, ze prichadza zospodu (prevratil sa)
v pripade volného konca sa odraza tak, ze prichadza zvrchu (neprevratil sa)



pohybujuci sa koniec polpriamKky

ako by sme riesili vinovu rovnicu na polpriamke s predpisanym pohybom konca?

uvazujme polpriamku x > 0 s okrajovou podmienkou u(0,7) = ¢@(¢#) a nulové poc.
podmienky (riesenie pre nenulové poc. podmienky nam da princip superpozicie)

rozSirme ulohu na priamku a skisme vymysliet pociatocnu podmienku pre x < 0
tak, aby doprava idldca postupna vina vytvorila v bode x = 0 vzdy vychylku ¢(7)

takou pociatocnou podmienkou pre x < 0 je (premyslite si to) u(x,0) = 2 p(x/v)



premenliva sila na konci polpriamKky

ako by sme riesili vinovu rovnicu na polpriamke s predpisanou silou na jej konci?

uvazujme polpriamku x > 0 na ktorej konci posobisila F(0, ) = ®(¢) a nulové
poc. podmienky (rieSenie pre nenulové poc. podmienky nam da princip
superpozicie)

okrajova podmienka sa odvodi tak, ako v pripade volnych koncov: F = E S u'(0, 1)

rozSirme ulohu na priamku a skisme vymysliet pociatocnu podmienku pre x < 0
tak, aby doprava iduica postupna vina spliala v bode x = 0 v kazdom ¢&ase zadan
okrajovu podmienku (zrejme po6jde o nejaky integral z ®(7) - aky a preco?)



uzitoéna uloha na zaver

premyslite si, ako by sa sirila vina s pociato¢nou podmienkou “slon” na usecke
a) s obidvomi koncami pevnymi (nehybnymi)

b) s obidvomi koncami volnymi

c) s jednym koncom pevnym a jednym volnym

navod (ak potrebujete): doplnte vhodné pociato¢né podmienky na celu priamku

tazsia (Uplne nepovinnad) uloha: ako sa zmenia riesSenia predchadzajucej ulohy, ak
koncové body nie si upevnené, ale je predpisany ich pohyb, respektive ak nie su
volné, ale je predpisana sila na ne posobiaca? (t.j. najdite rieSenia vinovej rovnice
na usecke nie s nulovymi, ale so vSeobecnymi okrajovymi podmienkami)



