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čo zatiaľ vieme o Fourierových radoch

to sme si povedali v prvom semestri pri skúmaní pohybu LHO s vynucujúcou silou  

teraz prišiel ten čas, kedy sa pokúsime pochopiť, v čom tkvie podstata tohto kúzla 



rôzne formy Fourierových radov
keď sme sa prvý raz stretli s Fourierovými radmi, premennou bol čas    
a rad obsahoval sínusy aj cosínusy    a    kde    

keď sme sa s nimi stretli druhý raz (teraz), premennou bola poloha   
a rady obsahovali len sínusy (pevné konce) alebo len cosínusy (voľné konce)  

  alebo    kde    (chýba 2 v porovnaní s prvým stretnutím) 

ktorý zápis Fourierových radov je správny? 

obidva a ešte mnoho ďalších  (my tu budeme používať ten z prvého stretnutia)

t ∈ ⟨0,T⟩
sin ωnt cos ωnt ωn = n 2π/T

x ∈ ⟨0,L⟩

sin knx cos knx kn = nπ/L



pomerne prekvapujúci začiatok
začneme z úplne elementárnej (lineárnej) algebry, konkrétne z rozvoja ľubovoľného 
vektora do ortonormálnej bázy 
                                                           

koeficienty tohto rozvoja sa nájdu pomocou skalárneho súčinu:      
(vyplýva to z ortonormálnosti bázy – dokážte hneď teraz, že je to naozaj tak) 

napísali sme to pre trojrozmerný lineárny respektíve vektorový priestor,  
ale vieme to veľmi prirodzene rozšíriť na ľubovoľný (konečný) počet rozmerov 

Fourierov rad je práve toto, akurát že v nekonečnerozmernom lineárnom priestore

⃗v = v1 ⃗e 1 + v2 ⃗e 2 + v3 ⃗e 3

vi = ⃗v ⋅ ⃗e i



čo je -rozmerný lineárny priestor?∞
predstavme si, že máme navzájom kolmé jednotkové vektory  , ktorých nie je , 
ale nekonečne veľa  (t.j. predstavme si, že index  prebieha všetky prirodzené čísla) 

rozvoj do ortonormálnej bázy má tvar nekonečného radu  

                                                kde       

a hoci to tak na prvý pohľad nevyzerá, toto už takmer je Fourierov rad 

treba si len vyjasniť v akom zmysle sú funkcie vektory, ako je definovaný skalárny 
súčin takýchto vektorov a prečo sú sínusy a cosínusy vektory ortonormálnej bázy

⃗e i N
i

⃗v =
∞

∑
i=1

vi ⃗e i vi = ⃗v ⋅ ⃗e i



funkcia ako vektor so spojitým indexom

zatiaľ sme uvažovali -rozmerný vektor  , ktorého koeficienty v báze   tvoria 
postupnosť  (t.j. koeficienty sú číslované diskrétnym indexom ) 

existujú aj vektory, ktorých koeficienty by boli číslované spojitým indexom? 

ak označíme takýto vektor symbolom    a jeho spojitý spojitý index symbolom   
potom koeficienty by mali vyzerať ako   , čo obyčajne píšeme skôr ako   

zdá sa, že funkcie môžeme chápať ako vektory so spojitým indexom  
(presnejšie povedané, ako koeficienty vektora so spojitým indexom) 

∞ ⃗v ⃗e i
v1, v2, v3, v4, … i ∈ N

f t
ft f(t)



poznámka: vektory, zložky, súradnice

vektor  je jednoznačne daný svojimi zložkami   v nejakej konkrétnej báze  

to znamená, že vektor   je v podstate ekvivalentný -tici koeficientov   

ak ide o ortonormálnu bázu, zložkám vektora často hovoríme kartézske súradnice 

niekedy je užitočné rozlišovať medzi vektormi a ich zložkami resp. súradnicami, 
inokedy je to vcelku zbytočné puntičkárstvo 

v prípade spojitého indexu budeme považovať vektor a jeho “kartézske súradnice”  
za jedno a to isté

⃗v vi ⃗e i

⃗v N (v1, v2, …, vN)

f(t)



tvoria funkcie vektorový priestor?

sčítavanie funkcií a ich násobenie číslom (reálnym alebo skalárnym) spĺňa axiómy 
lineárneho priestoru, takže ich zrejme môžeme vcelku smelo považovať za vektory 

má to však svoje ale: akonáhle vstupujú do hry nekonečné rady, spolu s nimi 
prichádzajú aj otázky konvergencie a rôzne s tým súvisiace matematické jemnosti 

my sa tu týmito otázkami zaoberať nebudeme, to necháme na matematikov 
(z hľadiska skutočnej matematiky možno považovať všetko, čo tu povieme, za akúsi 
inšpiráciu pre hlbšie preskúmanie – tá inšpirácia však nie je matematicky bezcenná, 
práve ona v sebe skrýva to, čo môžeme nazvať “dušou” Fourierových radov)



skalárny súčin funkcií

skúsme teraz prísť na to, ako by mohol vyzerať skalárny súčin v takomto priestore 

keďže funkcie zodpovedajú koeficientom rozvoja do ortonormálnej bázy, spomeňme 
sa na vyjadrenie skalárneho súčinu v N-rozmernom priestore cez takéto koeficienty 
                                                               

štandardný prechod z diskrétneho prípadu na spojitý: suma prejde na určitý integrál 
cez celú oblasť, na ktorej sú funkcie definované – napríklad cez interval                                 

                                                             

⃗u ⋅ ⃗v = ∑ uivi

⟨a, b⟩

f ⋅ g = ∫
b

a
f(t) g(t) dt



ortogonálnosť sínusov a cosínusov

ak má byť Fourierov rozvoj do sínusov a cosínusov rozložením vektora (funkcie) do 
ortonormálnych bázových vektorov (funkcií), sínusy a cosínusy musia byť ortogonálne 

konkrétne máme na mysli funkcie    a    kde    na intervale   

skalárny súčin:            

 
prvá rovnosť:  posunutie súčinu periodických funkcií o pol periódy doľava 
druhá:  integrál nepárnej funkcie (súčinu párnej a nepárnej) v symetrických hraniciach

sin ωnt cos ωnt ωn = 2π
T n ⟨0,T⟩

∫
T

0
sin ωmt cos ωnt dt = ∫

T/2

−T/2
sin ωmt cos ωnt dt = 0



výpočet inegrálov kreslením obrázkov



ortogonálnosť sínusov a sínusov

a teraz ortogonálnosť dvoch sínusov s rôznymi frekvenciami   

trik:   

 

 
druhá rovnosť: platí pre  pretože ide o integrály z funkcií  
                           a inegrál z cosínusu cez celočíselný násobok periódy je vždy nulový

∫
T

0
sin ωmt sin ωnt dt = ?

sin(ωmt) sin(ωnt) = 1
2 (cos(ωmt − ωnt) − cos(ωmt + ωnt))

∫
T

0
sin ωmt sin ωnt dt = 1

2 ∫
T

0
cos ((ωm − ωn) t)) dt− 1

2 ∫
T

0
cos ((ωm + ωn) t)) dt = 0

m ≠ n cos(m ± n) 2π t/T



výpočet inegrálov kreslením obrázkov



skalárny súčin sínusu so sebou samým
a ako vyzerá skalárny súčin dvoch sínusov s rovnakými frekvenciami? 

 rovnakým trikom ako minule dostaneme 

 

druhý integrál je nulový (rovnaký argument ako minule),  prvý je    

výsledok:                                    

∫
T

0
sin ωnt sin ωnt dt = 1

2 ∫
T

0
cos ((ωn − ωn) t)) dt − 1

2 ∫
T

0
cos ((ωn + ωn) t)) dt

1
2 ∫

T

0
1 dt = T

2

∫
T

0
sin ωnt sin ωnt dt = T

2



a teraz cosínusy
ortogonálnosť dvoch cosínusov s rôznymi frekvenciami sa dokáže rovnako 
skalárny súčin dvoch cosínusov s rovnakými frekvenciami sa tiež vypočíta rovnako  

výsledok pre :              

výsledok pre :              

funkcie    a    tvoria na intervale  ortogonálny systém funkcií, 
funkcie    a    tvoria ortonormálny systém   ( )

n ≠ 0 ∫
T

0
cos ωnt cos ωnt dt = T

2

n = 0 ∫
T

0
cos ω0t cos ω0t dt = T

sin ωnt cos ωnt ⟨0,T⟩
2/T sin ωnt 2/T cos ωnt ωn = 2π

T n



ak by sínusy a cosínusy tvorili bázu
ak by bol tento systém úplný (t.j. ak by tieto funkcie tvorili ortonormálnu bázu) 
potom by sme každú funkciu na tomto intervale vedeli napísať ako  

                             

 
pričom koeficienty    by sa počítali skalárnymi súčinmi funkcie  s funkciami 
ortonormálnej bázy    ,     a    

                     

a to už by po malom preznačení bol ten Fourierov rad, ktorý sme mali na začiatku

f(t) =
∞

∑
n=1

cn
2
T sin ωnt + c′�n

2
T cos ωnt + c′�0

1
T

cn, c′�n f(t)
2/T sin ωnt 2/T cos ωnt 1/T

cn = ∫
T

0
f(t) 2

T sin ωnt dt c′�n = ∫
T

0
f(t) 2

T cos ωnt dt c′�0 = ∫
T

0
f(t) 1

T dt



TOTO JE NEDOKONČENÁ PREZENTÁCIA
Cantorova teória nekonečien 

alef nula a c 

spojitosť ako vysvetlenie zdanlivej 
diskrepancie (spojitá funkcia je 
jednoznačne daná svojimi hodnotami v 
racionálnych číslach – čiže pôvodný 
priestor mal len spočítateľne veľa 
indexov)

nasledovať by mali ešte tieto veci: 

Fourier rad – rozklad do konkrétnej bázy 

zdanlivo šokujúca vec: priestor vektorov, 
ktoré mali nespočítateľne veľa indexov, 
má spočítateľnú bázu


