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co zatial vieme o Fourierovych radoch

ako vyzera Fourierov rad

+ nech f(¢) je slusna (napr. spojita) funkcia definovana na intervale (0,7)
kazda takato funkcia sa da napisat v tvare nekonecného radu

by <~ 2nnt 2nnt
1) =—+ a, Sin + b, cos
M=+ 3 asin () +boeos ()
kde

7 2 nnt D 2
anz—J f(0 sin( ﬂm) dt b,,=—[ J(@) COS( mu) dt
P i i T

< na prvy pohlad to vyzera hrozostrasne, ale pre nas je v tejto chvili dolezité
len to, zc prakticky “vsctko” sa da poskladat zo sinusov a cosinusov

nakolko prirodzeny je Fourierov rad?

< na prvy pohlad vyzcra Fouricrov rad ako ncjaky kazclnicky trik

= podobne na nas mohol posobit aj Taylorov rad, ale tam sa nam

podarilo vysvetlit si, Ze 1de vlastne o celkom prirodzent vec

+ existuje nejaké podobné vysvetlenie kiizla aj pre Fourierov rad?

+ ano existuje, ale odlozime si1 ho az na budici semester

(vtedy to bude zrozumitelnejsie, aj ked zvladh by sme to aj teraz)

+ presnu formulaciu a dékazy nechame na prednasky z matematiky

to sme si povedali v prvom semestri pri skimani pohybu LHO s vynucujicou silou

teraz prisiel ten Cas, kedy sa pokusime pochopit, v Com tkvie podstata tohto kuizla




rozne formy Fourierovych radov

ked'sme sa prvy raz stretli s Fourierovymi radmi, premennou bol ¢as ¢ € (0,T)

a rad obsahoval sinusy aj cosinusy sinw,f a cosw, t kde w, = n2a/T

ked' sme sa s nimi stretli druhy raz (teraz), premennou bola poloha x € (0,L)
a rady obsahovali len sinusy (pevné konce) alebo len cosinusy (volné konce)

sink,x alebo cosk x kde k, = nz/L (chyba 2 v porovnani s prvym stretnutim)
ktory zapis Fourierovych radov je spravny?

obidva a este mnoho dalsich (my tu budeme pouzivat ten z prvého stretnutia)



pomerne prekvapujuci zaciatok

zacneme z uplne elementarnej (linearnej) algebry, konkrétne z rozvoja lubovolného
vektora do ortonormalnej bazy

—

Yy = Vl?l == Vz?z -+ V3?3

e e

koeficienty tohto rozvoja sa ndjdu pomocou skalarneho sucinu: v.= v - ¢’

(vyplyva to z ortonormalnosti bazy - dokazte hned'teraz, zZe je to naozaj tak)

napisali sme to pre trojrozmerny linearny respektive vektorovy priestor,
ale vieme to velmi prirodzene rozsirit na lubovolnhy (konecny) pocet rozmerov

Fourierov rad je prave toto, akurat ze v nekonecnerozmernom linearnom priestore



CO je co-rozmerny linearny priestor?

predstavme si, Ze mame navzajom kolmé jednotkové vektory ¢e’., ktorych nie je N,

ale nekonecne vela (t.j. predstavme si, Ze index i prebieha vsetky prirodzené cisla)

rozvoj do ortonormalnej bazy ma tvar nekonecného radu
o0

V=Y ke e e 2

l
i=1
a hoci to tak na prvy pohlad nevyzera, toto uz takmer je Fourierov rad

treba si len vyjasnit v akom zmysle su funkcie vektory, ako je definovany skalarny
sucin takychto vektorov a preco su sinusy a cosinusy vektory ortonormalnej bazy



funkcia ako vektor so spojitym indexom

—

zatial' sme uvaZovali co-rozmerny vektor v , ktorého koeficienty v baze e’; tvoria

postupnost v, V5, V3, V,, ... (t.j. koeficienty su Cislované diskrétnym indexom i € N)
existuju aj vektory, ktorych koeficienty by boli ¢islované spojitym indexom?

ak oznacime takyto vektor symbolom f a jeho spojity spojity index symbolom ¢
potom koeficienty by mali vyzerat ako f,, o obycajne piSeme skér ako f(7)

zda sa, ze funkcie mozeme chapat ako vektory so spojitym indexom
(presnejsie povedané, ako koeficienty vektora so spojitym indexom)



poznamka: vektory, zlozky, suradnice

vektor V' je jednoznaéne dany svojimi zlozkami v; v nejakej konkrétnej baze ¢,

to znamen3, Ze vektor v je v podstate ekvivalentny N-tici koeficientov (v, v,, ..., vy)

ak ide o ortonormalnu bazu, zlozkam vektora casto hovorime kartézske suradnice

niekedy je uzitocné rozliSovat medzi vektormi a ich zlozkami resp. suradnicami,
inokedy je to vcelku zbytocné puntickarstvo

v pripade spojitého indexu budeme povazovat vektor a jeho “kartézske suradnice” /(1)
za jedno a to isté



tvoria funkcie vektorovy priestor?

sCitavanie funkcii a ich ndsobenie cislom (redlnym, Cize skaldrnym) splia axiomy
linedrneho priestoru, takze ich zrejme mozeme vcelku smelo povazovat za vektory

ma to vsak svoje ale: akonahle vstupuju do hry nekonecné rady, spolu s nimi
prichadzaju aj otazky konvergencie a r6zne s tym suvisiace matematické jemnosti

my sa tu tymito otazkami zaoberat nebudeme, to nechame na matematikov
(z hladiska skuto¢nej matematiky mozno povazovat vsetko, ¢o tu povieme, za akusi

y 4 ® A\ 4 ® y 4 ®

prave ona v sebe skryva to, Co m6zeme nazvat “duchom” Fourierovych radov)
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skalarny sucin funkcii

skisme teraz prist na to, ako by mohol vyzerat skalarny sucin v takomto priestore

kedZe funkcie zodpovedaju koeficientom rozvoja do ortonormalnej bazy, spomenme
si na vyjadrenie skalarneho sucinu v N-rozmernom priestore cez takéto koeficienty

e
M‘V:Zl/tivi

Standardny prechod z diskrétneho pripadu na spojity: suma prejde na urcity integral
cez celu oblast, na ktorej su funkcie definované - napriklad cez interval (a, b)

b
J-8= [ J(2) g(1) dt



ortogonalnost’ sSINusov a, CosSINUSOV

ak ma byt Fourierov rozvoj do sinusov a cosinusov rozlozenim vektora (funkcie) do
ortonormalnych bazovych vektorov (funkcii), sinusy a cosinusy musia byt ortogonalne

konkrétne mame na mysli funkcie sinw,t a cosw,t pre t € (0,T) pricom w, = Z—Tﬂn
T 172

skalarny sucin: J sinw, t cCos w, dt = J sinw, t cosw,t dt =0
0 772

prva rovnost: posunutie sucinu periodickych funkcii o pol periédy dolava
druha: integral neparnej funkcie (sucinu parnej a neparnej) v symetrickych hraniciach



vypocet integralov kreslenim obrazkov

SIN X COS 2x SIN X COS 33X SIN 2X COS 3x

sucin je v kazdej Cervenej Casti opacny ako v nasledujicej modrej
celkova plocha pod krivkou je teda v kazdej Cervenej casti opacna ako v nasledujicej modrej

celkovy integral je teda nulovy (prispevky ¢ervenych a modrych casti sa navzajom vyrusia)



ortogonalnost’ SINUSOV a SINUSoV

I8

a teraz ortogonalnost dvoch sinusov s réznymi frekvenciami [ sSinw, ¢ Sinw, t dt ="
0
trik: sin(w,f) sin(,f) = 5 (cos(@,f — ®,1) — cos(w,t + w,1))
T F (7
[ Sin, f SIn @, df = EJ' COS ((a)m - ,) t)) dt_EJ' COS ((a)m + w,) t)) dt =0
0 0 0

druha rovnost: plati pre m # n pretoze ide o integraly z funkcii cos(m £ n) 2z t/T
a integral z cosinusu cez celodiselny nasobok periédy je vzdy nulovy



vypocet inegralov kreslenim obrazkov

SIN X SIN 2Xx SIN X SIN 3Xx S1N 2x SIn 3x

.......
Vil D

sucin je v kazdej Cervenej Casti opacny ako v nasledujicej modrej
celkova plocha pod krivkou je teda v kazdej Cervenej casti opacna ako v nasledujicej modrej

celkovy integral je teda nulovy (prispevky ¢ervenych a modrych casti sa navzajom vyrusia)



skalarny sucin sinusu so sebou samym

a ako vyzera skalarny sucin dvoch sinusov s rovnakymi frekvenciami?

rovnakym trikom ako minule dostaneme

T T T
[ Sinw, ¢ sinw,t dt = lj cos ((w, — w,) 1)) di — lj cos ((w, + w,) 1)) di

2 2
0 0 0
T
druhy integral je nulovy (rovnaky argument ako minule), prvy je %[ | dt = %
0
T
vysledok: J sinw, t Sinw, t dt = %
0



a teraz cosinusy

ortogonalnost dvoch cosinusov s roznymi frekvenciami sa dokaze rovnako
skalarny sucin dvoch cosinusov s rovnakymi frekvenciami sa tiez vypocita rovnako

T
vysledok pre n # 0O: J CoOS w, I cosw,t dt = %
0
T
vysledok pre n = 0: [ COS Wyt coswpt dt =T
0

funkcie sinw, t a cosw,t tvoria na intervale (0,7T) ortogonalny systém funkcii,

27

funkcie \/2/Tsinw,t a \/2/T cos w,t tvoria ortonormalny systém (w, = —h)



ak by sinusy a cosinusy tvorili bazu

ak by bol tento systém uplny (t.j. ak by tieto funkcie tvorili ortonormalnu bazu)
potom by sme kazdu funkciu na tomto intervale vedeli napisat ako

o0
f(t) = 2 cn\/% sinw, ¢ + c,fl\/%cosa)nt + ¢, %
n=1

pricom koeficienty c,,c, by sa pocitali skalarnymi sucinmi funkcie f(7) s funkciami
ortonormalnej bazy \/2/Tsinw,t , \/2/Tcosw,t a \/1/T

T T &
i B 5 2 s 1
o L f(t)\/; sinw tdt ¢ = [O f(t)\/; cosmrdt ¢l = L f(t)\/; di

a to uz by po malom preznaceni bol ten Fourierov rad, ktory sme mali na zaciatku




a Mozu netvorit’ bazu?

na vyjadrenie lubovolhého vektora ako superpozicie ortogonalnych vektorov
nam v N-rozmernom priestore staci N ortogonalnych vektorov

ak je tych ortogonalnych vektorov nekonecne vela (tak ako je sinusov a
cosinusov) tak by sa pomocou nich malo dat vyjadrit nekonecne vela funkcii

to by znamenalo, Ze sinusy a cosinusy automaticky tvoria bazu v priestore funkcii
to je vsak prirychly zaver

(dovod je vskutku pozoruhodny: nekonecne vela funkcii nemusi byt rovnako vela
ako nekonecne vela sinusov a cosinusov)



n
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ako porovnavat’ nekonecna

ako zistit, coho je viac, ak nevieme pocitat?

- @- & ‘ .
odpoved (Georg Cantor, 1875): ®- Q- g
urobime pary, ak nam nezostane nijaka &

nesparovana vec, tak ich je rovnako vela 522

takto sa daju porovnavat aj nekonecné
stibory ¢i mnoziny: ak existuje sparovanie,
ktoré nenecha nikoho nesparovaného,
potom povieme, Ze mnoziny su rovnako
velké, inak je jedna z nich vacsia
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prirodzenych Cisiel je rovnako vela ako parnych
sparovanie, ktoré nenecha nikoho bez kamosa:
racionalnych Cisiel je tolko, kolko prirodzenych
sparovanie, ktoré nenecha nikoho bez kamosa

mozeme zapisat ako postupnost, v ktorej su
vSetky racionalne Cisla, kazdé z nich prave raz

prekvapenia

2 3 a8 6
h S e e
346 R 00
11,11,
1/2,-1/2,

1/3,-1/3,2/3,-2/3,
1/4 ,-1/4,

3/4,-3/4,



e
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“Gp

, ~ o °
d’alsie prekvapenia.
vSetky usecky obsahuju rovnako vela bodov
usecCka obsahuje tolko bodov ako polkruznica

polkruznica obsahuje tolko bodov ako priamka

a z bezného pouzitia redlnej osi vyplyva, ze priamka
obsahuje tolko bodov, kolko je realnych cisiel

\(|\/
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este jedno

prirodzenych cisiel nie je rovnako vela ako realnych

ina formulacia: racionalnych Cisiel na intervale (0,1)
nie je rovnako vela ako realnych na tomto intervale

dokaz sporom (Cantorova diagonala)
nech existuje postupnost obsahujuca vsetky realne

Cisla z intervalu (0,1)

lahko skonstruujeme realne cCislo z toho intervalu,
ktoré urcite nie je v tej postupnosti, ¢im ukazeme
spornost predpokladu

n
€pho Vi”h@'

0,2836659868382736...
0,8640604921654897/...
0,9244258987254768...
0,2238762063278641...
0,7767796076532415...
0,5649673116975943...

0,380963...

na n-tom desatinnom mieste
sa toto cislo lisi od n-tého
Clena postupnosti
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dve rozne nekonecéna

“Gp

mame teda minimalne dve rozne velké nekonecna

ak je nieCcoho nekonecne vela a to prave tolko, kolko je prirodzenych Cisiel,
hovorime, ze je toho spocitatelhe vela

ak je nieCoho nekonecne vela a to prave tolko, kolko je realnych disiel,
hovorime, Ze je toho nespocitatelne vela

spocitelne vela je menej ako nespoditatelhe vela (v tom zmysle, Ze v kazdom
sparovani prirodzenych a realnych zostanu nejaké realne cdisla bez kamarata)
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zdanlivy zazrak

“Gp

redlnych funkcii na nejakom intervale je nespocitatelhe vela

’ ’ o o 271. o \V V4 7 Vi
sinusov a cosinusov s frekvenciami w, = =n je spocitatelne vela

T
nas argument: “nekonecne vela funkcii by sa malo dat vyjadrit pomocou
nekonecne vela sinusov a cosinusov” nepodital s tym, Ze jedno z tychto
nekonecien je vacsie a druhé mensie

ak tento fakt zoberieme do Uvahy, tak Fourierov rad vyzera opat ako zazrak:
nespocitatelne vela funkcii vyjadrenych cez spocitatelne vela sinusov a cosinusov
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zaverecneé prekvapenie

“G‘)

kazdé realne Cislo sa da vyjadrit ako nekonecny rad napiklad cislo O,
(limita postupnosti konecnych CiastoCnych sictov)  je suctom nekonecného radu
racionalnych cisiel
0,5000000000...
ak teda povolime nekonecné rady (a tie v nasich + 0,03000000000...

nekonecnerozmernych priestoroch povolujeme) + 0,0070000000...
potom vieme nespocitatelnhe vela realnych cisiel + 0,000/000000...
vyjadrit cez spocitatelhe vela racionalnych disiel + 0,0000200000...

+ 0,00000%0000...
ak sa nieco tak podari aj v linearnych priestoroch, + 0,0000001000...

bude to znamenat demystifikaciu tohto zazraku + ...
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konkrétny priklad

uvazujme namiesto realnych funkcii redlnej premenne;
funkcie z racionalnych cisiel do racionalnych cisiel (tych je spoditatelne vela)

kedZe kazdé realne Cislo sa da vyjadrit ako limita postupnosti racionalnych cisiel,
spojité redlne funkcie realnej premennej sa daju vyjadrit ako limity postupnosti
funkcii z racionalnych cisiel do racionalnych Cisiel (rozmyslite si, preco spojité)

spojité funkcie (ktorych je nespocitatelne vela) sa teda daju urcitym sposobom
vyjadrit pomocou postupnosti funkcii z racionalnych cisiel do racionalnych disiel

(ktorych je spocitatelne vela a ¢lenov postupnosti je tiez spocitatelne vela)

zda sa, ze aj "nespocitatelné velké"” vektorové priestory mézu mat spocitatelnd bazu
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ako je to s Fourierovymi radmi

do Fourierovho radu sa nedaju rozlozit uplne vsetky funkcie, ale len tzv. “slusné”
slusnych funkcii je menej ako vsetkych funkcii (v tom sa funkcie podobaju na ludi)
a je ich az o tolko menej, ze sa daju vyjadrit cez spocitatelne vela (co)sinusov

ukazat, Ze je to naozaj tak (t.j. zistit, ktoré funkcie su slusné v zmysle Fourierovych
radov a kolko ich je) vyzaduje poriadnu matematiku (vid prednasky z matematiky)

slusné funkcie sa daju (podobne ako spojité funkcie v predchadzajucom priklade)
vyjadrit ako superpozicie spocitatelhej bazy tvorenej sinusmi a cosinusmi



poznamka na zaver

"nespocitatelne velké” nekonecné linearne priestory so spocitatelnou bazou,
ktoré v podstate vstupili do matematiky a fyziky spolu s Fourierovymi radmi,
boli motivaciou pre neskorsie studium takzvanych Hilbertovych priestorov

Hilbertove priestory vlastne nie su nic¢ iné, nez matematicky pevne uchopené
"nespocitatelne velké” nekonecné linearne priestory so spocitatelnou bazou

ako sa ukazalo neskor, prave tieto priestory tvoria zakladné matematické ihrisko
kvantovej mechaniky - takze sa s nimi pocas studia este celkom urcite stretnete
(pokial nebudete studovat taku fyziku, ktora kvantovi mechaniku nepotrebuje)



