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je hydrodynamika I'ahka alebo t’azka?

Bernoulliho rovnica

toto je jedina hydrodynamicka rovnica,
ktora sa uci v ramci stredoskolskej fyziky

je to jednoducha rovnica, ktora dokaze
lahko vysvetlit niektoré dolezité a pritom
Uplne prekvapujuce javy

naco su nam teda nejaké dalsie rovnice
hydrodynamiky, ktoré su povestné svojou
komplikovanostou a ktoré skoro nikdy
nevieme presne vyriesit?

Eulerova a Navier-Stokesova rovnica

su vSeobecné hydrodynamické rovnice,
o jednej bola re¢ na minulej prednaske
o druhej bude rec¢ na buducej prednaske

su to (najma ta Navier-Stokesova) extrémne
tazké rovnice a okrem niekolkych vcelku
jednoduchych pripadov ich vobec nevieme
presne riesit

naco su nam tieto zlozité rovnice?



Bernoulliho rovnica

nie je pohybovou rovnicou pre prudiacu tekutinu (t.j. nie je to nahrada Eulerovej rovnice)
je to vlastne zakon zachovania mechanickej energie v Specialnom type prudenia

konkrétne ide o stacionarne prudenie idealnej kvapaliny resp. tekutiny
(ta stacionarnost znamena3, Ze pole rychlosti v Eulerovom opise nezavisi od casu

ta idealnost znamena3, ze viskozita je nulova - inak sa mech. energia nezachovava)

tekutina sa navysSe nesmie stlacat (Casto sa preto hovori, Ze Bernoulliho rovnica plati len
pre nestlacitelné tekutiny, ale toto tvrdenie je vyraznym spdsobom nespravne)

z uvedeného je jasné, ze Bernoulliho rovnica plati len v dost Specifickych situaciach



odvodenie Bernoulliho rovnice v 1D

kineticka energia daného kuska tekutiny:
Ei= %dex p2(x)

ked'sa tento kusok presunie a stane sa
X X+ dx

z neho susedny kusok, prirastok £, bude
AE, = & p Sdx Av3(x) po vydeleni objemom kuska dostavame
7

A(3pv2@ +p)) =0
tento prirastok je rovny praci tlakovych sil
AE, = F.dx, pricom celkova tlakova sila ak je zmena nejakej veci nulova,
pOsobiaca na nas kusok je dana rozdielom vec samotna je konstantna
tlakov zlava a zprava F = — § Ap(x), Cize
AE, = — Sdx Ap(x)




pridanie potencialnej energie

ak su v hre aj konzervativne objemové sily (napr. gravitacna), g
potom zmena kinetickej energie bude rovna praci vsetkychsil, [
Cize tlakovych aj objemovych

praca konzervativnych sil bude rovna rozdielu potencialnych
energii (so zapornym znamienkom - preco?)

potencialna energia v hom. gravitacnom polije £, =mgh Cize
E(zx)=pSdzgz

zo zmeny kinetickej energie AE, = —Sdz Ap(x) —pSdzgz mame




notoricky znama aplikacia,

pre nestlacitelnu kvapalinu plati $;v; = $,v,
(na obrazku su plochy oznacované A , nie )

Cize v uzSom mieste tecie tekutina rychlejsie = . =
o

z Bernoulliho rovnice pritom vyplyva, ze tlak h

. . v v s 7 v v s R~

je v mieste z vyssou rychlostou nizsi T

a Pascalov zakon hovori, ze tlak je vdanom

%
I

mieste vo vSetkych smeroch rovnaky | ‘-.

celkove dostdvame kvantitativne spravny
opis pomerne prekvapujiuceho javu



Bernoulliho rovnica v 3D

v poli rychlosti m6zeme definovat Ciary (tzv.
prudové), ktorych dotycnice v kazdom bode
maju smer dany polom rychlosti

ak teraz vezmeme v tekutine nejaku uzavretu
krivku, vytvoria pridové ciary prechadzajlce
touto krivkou tzv. prudovu trubicu

vl
v uzkej trubici mame prakticky jednorozmerné
prudenie (aj ked pozdlz krivky, ktord nemusi takto dostaneme v troch rozmeroch
byt rovna) a pre toto prudenie mézeme pouZit Bernoulliho rovnicu, ktora plati

rovnaké argumenty, aké sme pouziliv 1D pre jednotlivé pradové trubice



Killer application

"vysvetlenie” uplne neintuitivneho faktu,
ze kridla dokazu udrzat lietadla vo vzduchu
(a ani nimi pritom netreba mavat)

v hornej ¢asti musi prejst vzduch vacsiu
vzdialenost (kvoli profilu kridla), ¢ize tam

ma vacsiu rychlost a v jej dosledku nizsi
tlak (lebo Bernoulliho rovnica)

pri velkych rychlostiach vie byt rozdiel
tlakov az taky vyrazny, Zze vykompenzuje
tiaz celého lietadla
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takto jednoducho sme "vysvetlili”
taky zdanlivo nepochopitelny jav



a teraz to celé rozbijeme

o nasom vysvetleni fungovania kridla lietadla pomocou Bernoulliho rovnice treba
vediet v prvom rade toto: je to nespravne vysvetlenie (aj ked'je tak trochu spravne)

presnejsia formulacia: toto vysvetlenie je uplny cintorin zakopanych psov
(prave preto je Bernoulliho rovnica dobrym ilustracnym prikladom lesku a biedy
roznych priblizeni v ramci hydrodynamiky, ktora je bez tych priblizeni prilis tazka)

dalsi postup: voci inkriminovanému vysvetleniu fungovania kridla lietadla vyslovime
najprv niekolko stupnujucich sa vyhrad, ktoré vcelku bez problémov zvladne, potom
ho konfrontujeme so skuto¢nym vypoctom, ktory velmi jasne demonstruje, ze nielen
Bernoulliho, ale ani Eulerova rovnica nie v pripade kridla dostato¢ne dobrou fyzikou



namietky a ich zamietnutia

namietka

pod a nad kridlom su r6zne prudové trubice

s odliSnymi konstantami v Bernoulliho rovnici
(ta konstanta moéze byt pre kazdu trubicu ina,
nemo&zeme pouzivat vSade tu istu konstantu)

prudenie nie je stacionarne (pohybujlce sa
kridlo meni rychlost vzduchu vo svojom okoli)

vzduch nie je nestlacitelna tekutina

zamieta sa

vSetky prudové trubice maju v dostatocnej
vzdialenosti od kridla rovnakeé rychlosti aj
tlaky, takze ta konstanta je v tomto pripade
predsa len pre vsetky trubice rovnaka

prudenie je stacionarne ak ho uvazujeme vo
vztaznej sustave spojenej s lietadlom

na platnost vysvetlenia nie je v skutoCnosti
potrebna nestlacitelhost, ale nestlacenost,
a vzduch tu nemusi byt vyrazne stlacany



kratka vsuvka: Machovo ¢islo

ako spoznat, Ci je pri danom prudeni stlacitelna tekutina stlacena, alebo nie?

stlacitelnost tekutiny je jej klucovou vlastnostou v akustike
(ak sa v tekutine Siri zvuk, tak sa urcite stlaca a zrieduje)

kvantitativne kritérium toho, ¢i k tomuto stlacaniu a zriedovaniu dochadza,
je pomer typickej rychlosti pradenia tekutiny a rychlosti zvuku v tejto tekutine
(intuitivne to znie rozumne, poriadnejsSiej argumentacii sa tu venovat nebudeme)

v 7 L% N . v e 7 o
Machovo cCislo: Ma = —~  pre Ma< | povazujeme tekutinu za “nestlacitelnd”

(v definicii Ma je v typicka rychlost tekutiny a ¢ je rychlost zvuku v tejto tekutine)
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vaznejsia namietka,

namietka pripusta sa

celd argumentacia je zaloZzena na predpoklade, © predpoklad o réznych rychlostiach vzduchu
ze Casti tekutiny, ktoré sa pri zaciatku kridla od  tesne pod a tesne nad kridlom je pre celé

seba oddelia, sa pri jeho konci opat stretnu vysvetlenie kliCovy a naozaj je to nezavisly

predpoklad, uvedeny zatial bez d6kazov
z tohto (a z nicoho iného) vyplyva tvrdenie, ze

"horny kusok” musi ist rychlejsie ako “dolny” vysvetlenie pomocou Bernoulliho rovnice
(aby stihol dlhsiu vzdialenost za rovnaky cas) preto nemozno povazovat za uspokojive,

kym obhajoba jasne nedokaze opravnenost
lenze tento predpoklad nijako nevyplyva ani tohto predpokladu

z Bernoulliho rovnice, ani z jej odvodenia, ani
zo vztahu Sv = const ale ten predpoklad Casto nebyva splneny



Bernoulli by daval aj onakvejsie kridla

ak by to vysvetlenie bolo v poriadku, t.j. ak by tekutina obtekala kridlo tak, Zze jej pévodne
susedné Casti iduce dvomi roznymi cestami (pod kridlom a nad kridlom) by sa za kridlom
znovu stretli, potom &m vacsi by bol rozdiel medzi dlzkami tychto ciest, tym vacsi by bol
rozdiel rychlosti, a teda aj tlakov (Bernoulli), a tym vacsia by bola vztlakova sila

to by ale znamenalo, ze bezny profil kridla lietadla ©<~ . nie je ideélny

z hladiska vztlakovej sily by totiz takato podivnost bola ovela lepsia

preco sa teda nepouzivaju takéto profily kridiel? skusobny pilot lietadla
lebo z experimentu vieme, ze nefunguju lepsie s takym typom kridiel
(Nemci skusali pocas prvej svetovej vojny aj kridla v liste Einsteinovi: "letelo

typu “macaci chrbat”, ktoré by mali tiez fungovat) to ako tehotna kacka”



preco pisal pilot Einsteinovi?

pretoze kridla s profilom macaci chrbat skidsalo
nemecké letectvo zaklade 2-stranového c¢lanku
Alberta Einsteina z roku 1916

(to uz mal hotovu vSeobecnu tedriu relativity)

v tom ¢lanku pouziva Einstein prave Bernoulliho
rovnicu a okrem nej nejaké kvalitativhe uvahy

mravné ponaucenie: hydrodynamika sa da robit
aj viac-menej intuitivne, ale v takom pripade sa
da celkom lahko dospiet k vselijakym zaverom,
ktoré sa v experimente jednoducho nepotvrdia
(intuicia nebyva v hydrodynamike dobry radca)

DIE NATURWISSENSCHAFTEN

Herausgegeben von

Dr. Arnold Derliner wia Prof. Dr. August Piitter

Vierter Jahrgang. 25

D, Aurust 1916,

Heft ;—l

. Elementare Theorie der Wasserwellen

und des Fluges.

Von A, Fimnstein, Berlin-Wilmersdorf.

Worauf beruht die Tragfihigkeit der Fligel
unserer Flugmasechinen und der im Gleitflug durch
die Luft dahingleitenden Vigel? Uber diese Frage
herrseht vielfach Unklarheit; ja ich mul sogar
gestehen, dal ich ithrer einfachsten Beantwortung
anch in der Fachliteratur nirgends begegnet bin.
Ieh hoffe daher, manchem Leser ein Vergniigen
zu machea, mdem ich mit der nachfolgenden
kleinen Betrachtung aus der Theorie der Fliissig-
keitsbewegungen diesem Mangel abzuhelfen suche,

Durch eine nach rechts hin (Fig. 1) sich ver-
engende Rohre strome in der Pfeilrichtung eine
inkompressible Flissigkeit. deren innere Reibung
wir vernachlizssigen. Wir fragen nach der Druck-
verteilung in der Rohre. Da durch jeden Quer.
schnitt pro Zeiteinheit dieselbe Fliissigkeitsmenge
hindurchstromen mul, so wird die Stromungs-
geschwindigkeit ¢ an den Stellen gréften Quer-
schnitts am Kleinsten, an den Stellen kleinsten
Quersehnitts am groften sein. Die Geschwindig-

gekehrt. Quantitativ ist dieser Satz fiir inkom-
pressible Fliissigkeiten bekanntlich durch die

Gleichung
p— konst — %4 o q*

ausgedriickt, wobei p die Dichte der Fliissigkeit
bedeutet.

Wir betrachten zuniichst einige allgzemein be-
kannte DBeispiele zn diesem Satz. Ausflul einer
unter Druck stehenden Fliissigkeit aus einem Ge-
faBe (Toricellr). Bei J (Fig. 2) ist der Druck
ariler, die Geschwindigkeit dagegen kleiner als
hei A, derart, dal

p+%cq
withrend des Ausstriomens konstant ist.

Als zweites DBeispiel diene der Fliissigkeits-
Zerstiuber (Fig. 3). Der durch I zugefiihrte
Luftstrom erweitert sich nach seinem Austritt in
die freie Luft nach allen Seiten unter Abnahme
seiner Geschwindigkeit., Bei P herrscht deshalb
ein geringerer Druck als bei 7, also anch ein ge-




Bernoulli nestaCi

vysvetlenie fungovania leteckého kridla pomocou Bernoulliho rovnice je okrem
tejto rovnice zalozené aj na nezdovodnenom predpoklade o rychlostiach tekutiny

tento predpoklad vedie v mnohych pripadoch k zaverom odporujicim experimentu

ak teda chceme porozumiet kridlu, nemali by sme o tychto rychlostiach radsej nic
predpokladat, ale mali by sme ich vypocitat (na to sluzia tie zlozitejSie rovnice)

inymi slovami, na pochopenie fungovanie kridla nestaci zakon zachovania energie
(Bernoulli), treba vyriesit pohybovu rovnicu tekutiny (Euler resp. Navier-Stokes)



Eulerova rovnica v 2D a 3D

ak chceme pouzit Bernoulliho rovnicu pre vypocet vztlakovej sily pésobiacej
na obtekané teleso, najprv potrebujeme najst rychlosti pradiacej tekutiny,
a to sa da urobit len cez riesenie Eulerovej (alebo Navier-Stokesovej) rovnice

kedZe na obtekanie potrebujeme viac rozmerov ako jeden, ako prvu vec
potrebujeme najst zovSeobecnenie Eulerovej rovnice z 1D na 2D ¢i 3D

toto zovseobecnenie je pomerne priamociare, ale pre nas nie je nevyhnutné
(kedZe rovnicu aj tak nebudeme riesit), takze si ho tu nejdeme ani uvadzat

vSetko dalej budui teda len informacie na urovni klebiet (aj ked' dolezitych)



d’Alembert a obtekanie kruhu

v roku 1752 nasiel Jean d’Alembert riesenie
Eulerovej rovnice pre obtekanie kruhu (v 2D)
aj pre obtekanie valca a gule (v 3D)

toto riesenie je pre prvakov prilis tazké, takze
ho vynechame, ale v druhom a urcite v tretom
roc¢niku by ste ho mali vcelku lahko zvladnut

pre silu pésobiacu na kruh (resp. valec ¢i gulu)
dostal v jednom smere ocakdavané a vinom
smere velmi neocakavané riesenie (to prvé je
priklad lesku a to druhé biedy hydrodynamiky)
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celkova sila pésobiaca na kruh vysla
nulova v smere kolmom na prud (lesk)
a nulova aj v smere prudu (bieda)



lesk d’Alembertovho riesenia,

nulova sila (v smere kolmom na prud) pri obtekani kruhu, valca ¢i gule je
oCakavatelny vysledok (zo symetrie je jasné, ze nic iné vyjst nemohlo, lebo
v dosledku symetrie musi byt pridenie nad telesom rovnaké ako pod nim)

zaujimaveé preto nie je ani tak samotné toto rieSenie, zaujimavé su iné riesenia,
ktoré sa z neho daju dostat vtipnymi trikmi (tie triky st pre prvy ro¢nik prilis
zlozité, ale zakladna informacia o nich je pomerne jednoducha a dost zaujimava)

tieto triky vSak funguju len v dvoch rozmeroch, preto si teraz povieme nieco malo
o hydrodynamike v rovine (v 3D hydrodynamike sa tieto triky, zial, nedaju pouzit)



kridlo v 2D

hydrodynamika v rovine sa prekvapujuco zjednodusi,

ak tu rovinu chapeme ako rovinu komplexnych disiel
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zazrak: pre niektoré typy prudeni v rovine prejde T

rovnicu, ktora je linearna (cize ovela jednoduchsia)

nelinearna Eulerova rovnica na takzvanu Laplaceovu ’//’j’/ég

zname riesenia Laplaceovej rovnice vieme sSpecidlnymi - - | —
zobrazeniami (hovori sa im konformné transformacie) -
previest na iné rieSenia

zo znameho riesenia pre rychlosti

pri tychto zobrazeniach prejde kruh na profil kridla a pri obtekani kruhu ziskame rychlosti
Bernoulliho rovnica ndm da nenulovu vztlakova silu pri obtekani kridiel urcitych profilov



rotujuci kruh v 2D

istou fintou sa da k rieSeniam Laplaceovej rovnice
pridat rotacia celej roviny (a s nou aj tekutiny), ¢o
umozni vypocitat rychlosti pradenia tekutiny okolo
rotujuceho kruhu

ked sa potom z Bernoulliho rovnice vypocita celkova
sila p6sobiaca na rotujuci kruh, vychadza nenulova

takto vieme vypocitat silu, ktora sp6sobuje zatacanie
rotujuceho kruhu pri pohybe cez vzduch alebo inu
tekutinu (tento jav sa volda Magnusov efekt a v 3D sa
prejavuje napr. zatacanim rotujuceho valca ¢i lopty)

v 2D vieme takto
vypocitat silu posobiacu
na rotujuce teleso



a, Co AD%

v 3D nam komplexna rovina
a triky v nej uz nepomozu

ale intuicia ziskana v 2D
nam moze pomahat aj v 3D

intuiciu by sme totiz mali
v hydrodynamike opierat
(ak sa da) o presné vypocty

2D vypocty nam napriklad
umoznuju intuitivne chapat ARSENAL v Real Madrid
Magnusov jav v sporte




bieda d’Alembertovho riesenia

o lesku d’Alembertovho rieSenia Eulerovej rovnice pre obtekanie kruhu, valca ci
gule sme si uz nieco povedali, teraz si povieme nieco o biede tohto riesenia

ak spocitame celkovu silu pésobiacu na teleso, dostaneme nulu (presne nulu)
v smere kolmom na prud tekutiny je to ocakavany vysledok (kvoli symetrii ulohy)

v smere prudu je to Uplne neocakavany vysledok, hovori sa mu d’Alembertov paradox
(v skutoCnosti to nie je paradox, je to vSak prudky nesulad tedrie s experimentom)

nevyhnutny zaver: Eulerova rovnica nie je spolahlivym opisom prudenia tekutiny !!!
(napriek niektorym svojim nepopieratelnym uspechom najma pri vypoctoch v 2D)



Euler is dead

zda sa, ze v hydrodynamike je Eulerova rovnica
a spolu s nou aj Bernoulliho rovnica) nie velmi
doveryhodna vec, ktora sice niekedy dava dobré
vysledky, ale nie je celkom jasné kedy a preco

takzvanu idealnu kvapalinu, pre ktoru plati
Eulerova rovnica, volaju fyzici sucha voda,

aby zdoraznili, ze ide o nerealistické priblizenie
vymyslel v. Neumann a spropagoval Feynman

zda sa, ze ak chceme opisovat realne tekutiny,
musime do opisu zahrnut viskozitu




niekol’ko poznamok na zaver

pridat viskozitu do Eulerovej rovnice bude velmi lahké (ako ukazeme nabuduce)

vysledna rovnica je extrémne tazka (ako si povieme nabuduce)

a ani tato tazka rovnica nam neposkytuje vysvetlenie ¢asto sa vyskytujuceho
a prakticky velmi délezitého javu, ktorému sa hovori turbulencia (nabudduce)

presnejSie povedané, mozno ta rovnica to vysvetlenie obsahuje,
ale zatial' nikto nebol schopny to vysvetlenie z tej rovnice vydolovat

hydrodynamika je tazka (a to o tych hlavnych tazkostiach este len bude rec)



