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in the previous episode...

Eulerova rovnica pre prudenie tekutin nedokaze vysvetlit niektoré elementarne javy
najvyraznejsim zlyhanim je d’Alembertov vypocet odporu prostredia pre gulu a valec

nulova vysledna sila odporu prostredia opisaného Eulerovou rovnicou je v prikrom
rozpore s experimentom, ktory dava pre malé rychlosti silu Umernu rychlosti a pre
vacsie rychlosti silu Umernu kvadratu rychlosti (toto sme mali v minulom semestri)

v Eulerovej rovnici nieCo zasadné chyba a to nieco je viskozita (tzv. vnutorné trenie)



CO je viskozita?

v Eulerovej rovnici sme brali do uvahy sily,

ktorymi na kusok tekutiny pésobia susedné / /

kusky, ktoré su tesne pred nim a za nim

(v smere prudenia tekutiny) :

ale na dany kisok pésobia aj ini susedia, 4 —

nad

ktori nie su pred a za, ale vpravo a vlavo,

respektive nad a pod / pod ||

prave tomuto pdsobeniu sa hovori viskozita
(alebo vnutorné trenie)




0 .9

viskozita ako fyzikalna velicina

ak sa susediace kusky tekutiny pohybuiju
roznymi rychlostami, posobia na seba silou

velkost tejto sily je pre bezné tekutiny

Av, A ,
F.=ns —. (parameter 7 sa vola viskozita)

zdovodnenie je uplne analogické tomu,
ktoré sme pouzili pri Hookovom zdkone

sila posobiaca na dany kusok je suc¢tom sil
od jednotlivych susedov (v limite dz — 0)

sila zhora

i~ /
vk izt dz. 1)

« |- F(x,y,z,0) =nS =

| sila zdola
OV XY, 2.1
” Fxy,2,0=-13 9z

/" s znamienka spravne? preco?

hustota celkovej sily v smere osi x

od susedov v smere osi Z:
0% (x,y, 2, 1)

Ly, 2,0) =1 350




prechod do troch rozmerov

viskozita sa nema ako prejavit v jednorozmernom prudeni, ¢ize musime prejst
do troch rozmerov (alebo dvoch), ¢o rovnice mierne (fakt len mierne) skomplikuje

rovnice v troch rozmeroch budeme pisat rovno pre nestlacitelnu tekutinu
(len aby bol ich zapis prehladnejsi, stlacitelné zovSeobecnenie je jednoduché)

rovhice nebudeme odvadzat (to nechame na Teoretickii mechaniku)
len ich napiSeme, aby sme videli ich strukturu a vedeli porovnat jednotlivé cleny

prave vzajomna velkost jednotlivych ¢lenov sa totiz ukaze byt velmi dolezita



Eulerova rovnica v 3D

namiesto derivacie podla x sa objavi novy symbol symbol V (hovori sa mu nabla)

ktory predstavuje formalny vektor so zlozkami (a—i, a_ay’ a%)

- fed o - D 0 — 0
konvektivna derivaciamav3Dtvar — =— 4+ v-V = — 4 v, ax ot ay g Cere

Eulerova rovnica v 3D vyzera takto: p (i+\7 : V) v=pg—Vp

op dp 0
kde v aj p su funkciami polohy 7 a ¢asu ta Vp je vektor so zlozkami (a—i a—l;,a—i)

3D Eulerova rovnica je priamociarym zovseobecnenim 1D Eulerovej rovnice



Navier-Stokesova rovnica,

nie je niC iné ako Eulerova rovnica s pridanou viskozitou
viskdzny ¢len obsahuje sucet druhych derivacii podla suradnic x, y, z

vysledna Navier-Stokesova rovnica vyzera pre nestlacitelnu tekutinu takto:

p(;+v-V)v=pg—Vp+r1Av

2 2 2
kde novy trojuholnik A sa vola laplacian a je definovany ako A = % + % + %
%



co budeme robit’ s N-S rovnicou?

CIoNY/

nic
ak teda nepovazujeme za nieco rozne (dolezité a zaujimavé) klebety, napriklad:

ako Stokes pomocou tejto rovnice vyriesil (aj ked'len do istej miery) d’Alembertov paradox
ako neskorsi nacisticky hajzel Prandtl vylepsil (aj ked'len do istej miery) Stokesove riesenie
preco je uz len otazka existencie rozumnych rieseni N-S rovnice problém doslova za milién
ako vieme pomocou tejto rovnice predpovedat pocasie a preco len to vieme len do istej miery

ze turbulenciu (jeden zo zakladnych hydrodynamickych javov) nevieme vysvetlit pomocou N-S



Stokesov vypocet obtekania gule

sto rokov po d’Alembertovi (v roku 1851) zopakoval jeho vypocet George Stokes,
akurat ze nie pre Eulerovu rovnicu, ale pre Navier-Stokesovu rovnicu

vypocet urobil pre (nezavislé od casu) pradenie malymi rychlostami
(vtedy su dva cleny rovnice zanedbatelné a rovnica prejde na linearnu)

p(; +M\7 — Vp+nAv

linearnu rovnicu lahko vyriesil, vysla mu odporovasila FF = 6zrnv

kde 7 je viskozita tekutiny, r je polomer gule a v rychlost tekutiny daleko od gule
(alebo rychlost gule v stojacej tekutine, ak sa na celld vec pozerame v inej sustave)



ul'ava, ale len ciastocna

Stokesovo riesenie pre malé rychlosti je rozhodne ulavou oproti d'Alembertovi

pre vacsie rychlosti a malé viskozity sa vsak viskézny ¢len v Navier-Stokesove;
rovnici stane zanedbatelnym v porovnani s nelinedrnym ¢lenom

0 v _)—_
p<5+v-V)v— VP""?M

a sme spat pri Eulerovej rovnici a d’Alembertovom paradoxe

a Co takto nezanedbavat nijaky ¢len a vyriesit komplet Navier-Stokesovu rovnicu?

nuz, to je bohuzial prilis tazké (nelinearna rovnica) a presné rieSenie nevieme najst



Navier-Stokes nedava Eulera vsade

pre praktické aplikacie hydrodynamiky sa ako nesmierne dolezity ukazal byt
nasledujuci postreh: ak je viskozita nenulova, neda sa zanedbat vsade

dovod: pri nehybnej stene je rychlost tekutiny nulova
(ak by nebola, tak zo vztahu pre viskéznu silu by sme pri stene dostali nekonecnu

silu pésobiacu na kusok tekutiny - ako nekonecnu derivaciu nespojitej funkcie)

blizko pri stene su teda rychlosti vzdy malé a nelinearny ¢len sa neda zanedbat
p(% 4 T/’-V)T5= _Vp+n AV

pri pevnej stene ovela mensie malé



Prandtlova tedria hranicnej vrstvy

pri nizkych viskozitach mézeme pouzivat Eulerovu rovnicu skoro vsade, ale nie vsade
v tenkej vrstve pri stene musime pouzivat celd N-S rovnicu, ale nastastie nie vzdy celu

v roku 1904 Ludwig Prandtl ukazal, ze za istych rozumnych predpokladov sa da N-S
rovnica v hrani¢nej vrstve zjednodusit a rieSenia zjednodusSenej rovnice sa daju najst

ked rovnicu vyriesil, vyslo mu, Ze sila pésobiaca na gulu v smere pridu je tmerna v*

ludia teda konecne chapali vztahy pre odpor prostredia (pre malé a bezné rychlosti)



a, co vel'ké rychlosti?

ako sme si povedali, ked sme sa bavili
v mechanike o sile odporu prostredia,
pre malé rychlosti je Umerna rychlosti
pre bezné rychlosti je Umerna druhej
mocnine rychlosti, a pre velké rychlosti
je zavislost od rychlosti komplikovana

pre velké rychlosti by sme potrebovali
fakt vyriesit N-S rovnicu, ktoru nielenze
nevieme vyriesit, ale nevieme ani len
dokazat, Ze ma vzdy rozumné riesenie

uepovit«t«& Fozvxﬁmka v odporu,

® koeficient a sa €asto zapisyje ako
= %pA .¢; (p Je hustota prostredia,

A je PLocka prierezu telesa v smere

kolmom na rychlost’ a ¢; sa hazgva
ioeficient odporu (drag coefficient)

o relaltivina rjcktosl:’ telesa a Prosh*edia |
sa zvykne charakterizoval’ pomocou

tzv. Reynoldsovho &fsla Re=v.L/y bypickd zavislost’ koeficientu odporu
kde v je ta relativina rj’ckl.osl:', L je od Reynoldsovho &fsla (jednoduchy
tvpi.ck\j Li.v\e&rhv rozmer telesa (vmpr. vzblah F=a.v? s konstanthgm a platf
polomer qule) a y je viskozita iba pre dostatolne malé Re, &ife aj v)

Prandtlova tedria vysvetlila prvi (rovnu)
Cast grafu, zvySok grafu nevieme
z hydrodynamiky presne odvodit



jeden zo 7 miléniovych problémov
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sedem najvacsich vyziev
pre matematiku 21. stor.

podla vzoru Hilbertovych
problémov pre 20. stor.

za spravne vyriesenie
kazdého z tychto siedmich
problémov je vypisana
odmena milién dolarov

Millennium Problems

Yang-Mills and Mass Gap

Experiment and computer simulations suggest the existence of a "mass gap" in the solution to the quantum versions of the Yang-Mills equations.
But no proof of this property is known.

Riemann Hypothesis

The prime number theorem determines the average distribution of the primes. The Riemann hypothesis tells us about the deviation from the

average. Formulated in Riemann's 1859 paper, it asserts that all the 'non-obvious' zeros of the zeta function are complex numbers with real part
1/2.

P vs NP Problem

If it is easy to check that a solution to a problem is correct, is it also easy to solve the problem? This is the essence of the P vs NP question. Typical
of the NP problems is that of the Hamiltonian Path Problem: given N cities to visit, how can one do this without visiting a city twice? If you give
me a solution, | can easily check that it is correct. But | cannot so easily find a solution.

This is the equation which governs the flow of fluids such as water and air. However, there is no proof for the most basic questions one can ask: do \"
solutions exist, and are they unique? Why ask for a proof? Because a proof gives not only certitude, but also understanding. :
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CO S rovnicou, ktoru nevieme riesit’?

Standardna moznost: priblizné rieSenia (najcastejSie numerické, cize sofistikované
verzie nasej pomerne primitivnej, ale velmi uzitocnej metddy "krok za krokom™)

typicky priklad: predpovedanie pocasia (numericky sa riesi Navier-Stokesova
rovnica pre stlacitelnu tekutinu plus dalSie rovnice pre teplotu, vlihkost, ...)

typické hodnoty krokov: casovy 10 min, priestorovy horizontalny 50 km a vertikalny 1 km

odkedy su k dispozicii pocitace, ktoré zvladaju takéto vypocty dostatocne rychlo,
predpovedanie pocasia sa enormne zlepsilo (toto plati v horizonte cca desat dni)

na viac dni pocasie predpovedat nevieme (a aj tento fakt je dosledkom N-S rovnice)



par slov o dynamickom chaose

v roku 1963 odvodil Edward Norton Lorenz z N-S rovnice a dalSich rovnic velmi
zjednoduseny meteorologicky model, ktory pozostaval z troch previazanych
obycajnych diferenciadlnych rovnic (ktoré zdedili nelinaritu z N-S rovnice)

00 W NV /s

numerickym rieSenim tychto rovnic prisiel na nieco, o sa povazuje za najvacsi
objav numerickej matematiky: rieSenia boli velmi citlivé na pociatocné podmienky
(aj pri malo odlisnych pociato¢nych podmienkach sa po istom Case rieSenia rovnic
od seba velmi rychlo vzdalovali - tomuto sa hovori dynamicky chaos)

v takomto systéme sa da dostatocne daleka buducnost predpovedat dostatocne
presne len v pripade, ze extrémne presne pozname pociatocné podmienky



poznamka, o Lorenzovom atraktore

v meteoroldgii (t.j. pre povodné rovnice
vratane N-S rovnice) sa dynamicky chaos
zvykne nazyvat efekt motylich kridiel
(citat: mavnutie motylich kridiel v Brazil
moze spdsobit tornado v Texase)

Lorenzov vyskum viedol dalej k objavu
podivného atraktora (mnoziny bodov
“pritahujucich riesenia”, ktora je zaroven
fraktdlom, t.j. mnozinou s necelociselnym
poctom rozmerov)

4

] AR -51 ::'.-? S'
l .'1%33? : '

A
"/

\ 7%
\.‘-:f #,!/F)'I fl L Ii ,~|I\ .. l' % = —f
e . .'ﬂ: 1 '% {' LR by
— VS £l . Yk
—— /j( -,fl JU1 XN R
d o | ) 2 d
g ! DA

aj takéto veci v sebe skryva N-S rovnica toto nie je ten motyl, toto je ten atraktor



a, to este nie je vsetko

kedZe Navier-Stokesova rovnica ma zasliuzenu povest mimoriadne tazkej rovnice a
kedZe tato rovnica vznikla z Eulerovej pridanim ¢lena opisujuceho viskozitu, mohlo
by sa zdat, ze hydrodynamika by mala byt jednoduchsia v limite malych viskozit

nuz ale nie je to tak, je to presne naopak

najkomplikovanejsi jav celej hydrodynamiky nastava prave vtedy, ked'je clen
opisujuci viskozitu maly v porovnani s inymi ¢clenmi v Navier-Stokesovej rovnici

fyzici ¢asto hovoria nie o malej viskozite, ale o velkom Reynoldsovom cisle
(to vSak je len odborna hantyrka, myslia sa tym malé viskozity)



kratka vsuvka: Reynoldsovo ¢islo

chceme porovnat dva &leny v N-S rovnici g(% + vV ! v=—Vp+nAv

typicku rychlost pradenia v danej situacii oznacme U

typickd dizku, na ktorej sa veci signifikantne menia ozna¢me L

typickd hodnota Vv bude U/L (prva derivacia)
typickd hodnota AV bude U/L?(druha derivacia)

Reynoldsovo cislo: pomer typickej hodnoty konvektivneho a Clena

i pU.U/L ¢ pUL
nU/L? 1




a teraz niekol’ko obrazkov

zakladny experimentalny fakt: prudenie tekutiny okolo telesa zavisi od jeho
rychlosti a pri znacne odliSnych rychlostiach méze byt kvalitativne Uplne iné

fyzici to radsSej formuluju v reci nie rychlosti, ale Reynoldsovych cisiel
(pri jednej tekutine s danou viskozitou je to jedno, ale Reynoldsovo cislo je ovela
vhodnejsie na porovnavanie prudeni tekutin s roznymi viskozitami)

v dalSom si ukdzeme nazorné priklady (fotografie redlnych pruadeni okolo valca)
prebraté z knihy Milton van Dyke: An album of fluid motion (velmi odporic¢am)
courses.washington.edu/me431/handouts/Album-Fluid-Motion-Van-Dyke.pdf
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turbulencia

tomu bordelu vznikajucemu za valcom pri vysokych LAMINAR FLOW

Reynoldsovych cislach sa hovori turbulencia . e e
° 7 2 7z . i B — —

typickou vlastnostou turbulentného priadenia su —_ s —

chaotické zmeny tlaku a rychlosti tekutiny TURBULENT FLOW
ey
oY e 90/
0Co "7 o C

R. Feynman: turbulencia je jednym z poslednych turbulencia je pritom cCasty
velkych nevyrieSenych problémov klasickej fyziky a prakticky dolezity jav

tedria tychto chaotickych zmien by mala byt
obsiahnuta v Navier-Stokesovej rovici, ale nikto
nevie tu tedriu z tej rovnice vytiahnut




dva poucné citaty

jeden sa tyka turbulencie a jeden hydrodynamiky vseobecne

Horace Lamb (1932)

| am an old man now, and when | die and go to heaven there are two matters on
which | hope for enlightenment. One is quantum electrodynamics, and the other
is the turbulent motion of fluids. And about the former | am rather optimistic.

Cyril Hinshelwood (Nobelova cena za chémiu za rok 1956)

Fluid mechanics was thus discredited by engineers from the start, which
resulted in an unfortunate split - between the field of hydraulics, observing
phenomena which could not be explained, and theoretical fluid mechanics,
explaining phenomena which could not be observed



varovanie na zaver

ako to s hydrodynamikou vyzera dnes:

mame poriadnu rovnicu hydrodynamiky (Navier-Stokes), ktord nevieme moc riesit
mame zjednodusené rovnice, ktoré obcas nevieme uspokojivo odvodit
mame experimentalne fakty, ktoré obcas nevieme uspokojivo vysvetlit

to neznamena, ze hydrodynamike sa vlastne neda rozumiet
znamena to len tolko, Ze rozumiet hydrodynamike je tazké (a nerozumiet lahké)

prave preto sme sa toho z hydrodynamiky nepokusali prilis vela naucit
(ako sme povedali uz na zaciatku, cielom bolo neziskat prilis velké sebavedomie,
pretoze to by bolo v tomto stadiu studia fyziky celkom urcite neadekvatne)



