TUHE TELESO V PRIESTORE

mechanika tuhého telesa v 3D

mechanika 26



porovnanie translacie hmotného bodu v ID a 3D

hmotny bod v jednom rozmere hmotny bod v troch rozmeroch
* poloha K * poloha r
* rychlost = s rychlost V=7
» pohybova rovnica mX = F(x, x, 1) » pohybové rovnica  m7 = F(7.7.0)
* hybnost &= * hybnost D =mv
» zmena hybnosti p=F » zmena hybnost = F
o kineticka energla  E, = %mv2 » kineticka energia E, = %mvz



porovnanie rotacie tuhéeho telesa v 2D a 3D

tuhe teleso v dvoch rozmeroch tuhe teleso v troch rozmeroch
s orienticia 7 ® orientacia x
s uhlova rychlost W= @ e uhlova rychlost @ =x
B o = Mes » pohybové rovnica  TZmeneeD)
® 1Ny zapis L=M ® 1y zapis. L=M
* moment hybnosti L =lw » moment hybnosti L =K@

o kinetickd energia  E, = % Iw? » kineticka energia  E, = %2



urcenie orientacie telesa v priestore

e predstavme si1, Ze pozname polohu nejakého
konkrétneho bodu A tuhého telesa a chceme
urcit orientaciu tohto telesa v priestore

* jedna moznost: urcit “zemepisnu Sirku a dlzku”
nejakého meho konkrétneho bodu B a potom
este uhol @ rotacie telesa okolo os1 AB

 orientacia (celkové natocCenie) je teda urcena
trom1 uhlami a mohlo by sa zdat, Ze tieto tr
cisla tvoria vektor

 ale netvoria — ani1 tieto tri, ani1 njjaké mné



preco nie je orlentacia v priestore vektor

pri1 skladani vektorov nezalezi na poradi,
ale pr1 skladani rotacii zalezi na poradi

nech sa clerny pesiak otoci
najprv o 90° okolo os1 z I e I — ‘
potom o 90° okolo os1 x

a teraz nech sa otoci

najprv o 90° okolo os1 x x — ‘ = H

potom o 90° okolo os1 z

skladanie vektorov njjako nedokaze skladanie rotacii je nekomutativne
zreprodukovat tuto vlastnost rotacii skladanie vektorov je komutativne



os rotacie a uhol rotacie okolo tejto osi

orientaciu zotrvacnika sme opisali jednou
osou a uhlom otocenia okolo tejto osi

da sa takyto opis pouzit vzdy?

Fulerova veta: kazda zmena orientacie
tuhého telesa, pri ktorej sa jeden jeho
bod nehybe, je rotaciou okolo nejakej osi

najdite (staci priblizne) osi rotacie a uhly
otocenia okolo tychto osi pre konkrétne

zmeny orlentacie Zemegule znazornené
na obrazkoch




rychlost zmeny orientacie telesa v priestore

0s a smer otocenia tuhého telesa mozeme
charakterizovat jednotkovym vektorom 7,
uhol tohto otocenia dalsim cislom ¢

_)

tato trojica cisiel (dve nezavislé siradnice n
a Cislo @) nezodpovedaju nyjakému vektoru

postupnu zmenu orientacie telesa vyjadruju
funkcie 7' (1) a (1)

rychlost zmeny orientacie telesa vyjadruju
derivacie n(t) a @)




ale rychlost zmeny orientacie v priestore je vektor

» ked sme skamali rotujuce neinercialne
vztazné sustavy, zaviedli sme s1 vektor

. » SR

uhlove) rychlostt @

 rotaciu tuhého telesa okolo nejakej osi
mozeme opisat rovnakym vektorom @

e rychlost bodu s polohovym vektorom 7
pri rotacii s uhlovou rychlostou @' je

—

VvV = o X T

—

» ako smeruje @ na obrazku?
ukazte pre par bodov zotrvacnika, zZe
vektorovy sucin naozaj da spravne rychlosti




nepovinna poznamka

» ak je uhlova rychlost (t.j. rychlost rotacie)
vektor, potom pri1 skladani tychto rychlosti
nemoze zalezat na poradi (lebo pr1 skladani
vektorov na nom nezalezi)

 ako je mozné, ze pr1 skladani rotacii zalezi
na poradi, ale pr1 skladani rychlosti rotacii
na poradi nezalezi?

* vtip je v tom, ze pri1 rychlostiach rotacii ide
o malinké (infinitezimalne) rotacie, a tam sa
nekomutativnost skladani neprejavi, ako si
teraz ukazeme

pripomienka z linearnej algebry: rotacie
bazy sa daji realizovat pomocou matice
smerovych cosinov

skladaniu rotacii zodpoveda nasobenie
prislusnych matic a nasobenie matic je
nekomutativne

infinitezimalnym rotaciam zodpovedaja
matice typu 1 + € respektive 1+ ¢’

(Il+e)l+e)=14+e+€e"+ ...
1+l +e)=14+e+€"+...
no a ... su vyssieho radu malosti




uhlova rychlost telesa a jeho moment hybnosti

moment hybnosti:

E 3 xp.= ) T, xm7,

n n

moment hybnosti tuhého telesa:

= Zmn?nx(w’x r,)
n

ax(bxc)=b(a.c)=—c(a.b)
L dostaneme tak, ze @ vlozime do masinky

2) - -
Zmn Fy La— My, rn(rn'LJ)
n

. » y. = /
masinku, ktora vyraba L z @ nazyvame
moment zotrvacnostl a oznacujeme ju /

na rozdiel od 2D rotacii masinka I nie je len
nasobenie nejakym konkrétnym cislom

v sulade s 2D rotaciami je masinka /I linearna

IQw) = (W)
l(o+o)=1Iw)+ (o)

(dokaz: pozriem — vidim, ale naozaj pozrite)

linearnej masinke, ktora vyraba z vektora
vektor, sa hovori tenzor (druhé¢ho radu)



reklama

tenzor momentu zotrvacnosti je asi prvy
tenzor, s ktorym sa student tyziky stretne

ale rozhodne nie je posledny
mnohé doélezité tyzikalne veliciny st tenzory

niekolko prikladov:

tenzor napati a tenzor deformacie v teoru
pruznosti, tenzor toku hybnosti elmag pola,
tenzor permitivity v anizotropnych latkach,
metricky tenzor v teoru relativity; ...

* to, Co sme nazvali tenzormi (linearne

zobrazenia vektorov do vektorov) su prisne
vzate tenzory druhého radu

linearne zobrazenia, ktoré priraduja
tenzorom (druhého radu) tenzory (druhého
radu), sa nazvyvaju tenzormi Stvrtého radu
(podobne su definované tenzory inych radov)
tenzory vyssich radov sa tiez vo tyzike obcas
vyskytuju, typickymi prikladmi st tenzor
tuhost1 v teorn pruznosti alebo Riemannov
tenzor krivosti vo vseobecnej teorn relativity



moment zotrvacnosti v kartézskych stradniciach

3 Y 3 o == . Y Y. o
 vztah medzi siradnicami L a @ e maticovy zapis
= 2
L = E m,r, @, — m,Xx, (x,0, + y,0, + 2,0,)
E 2
L, = E my,r, @, — m,y, (x,0, + y,0, + 2,0,)

= 2
L, = Z my,t, @, — m,z, (x,0, + y,0, + 2,0,)

+ o sa Casto zapisuje ako L =1 @, kde

 tento neprehladny zapis sa casto nahra
te t.O eP C / d Yy 24pPIs S/ casto Va adza Zn mn(yz% 5= Zr%) _Zn My A Yn _Zn My Xnln
maticovym zapisom, ktory v skutocnosti = s
nie je o ni¢ prehladnejsi, ale aspon sa tak I=| -2, my%  2,MEG+5) =2, My,

N e e 2 2



vypocet zloziek momentu zotrvacnosti — priklad

homogénny kvader na obrazku

a cb pc b rc Yy
Ixx=J J J p.(y2+zz)dxdydz=J J pa(y*+z°)dydz =
0 Jo Jo 0 J0

1 J pa (3b°+b2?) dz =1 p(ab’c + abe®) = 1 m (b + c)
0

a cb cc
I =—J J [ p.xydxdydz=—%pa2b20=—%mab I, =
0J0 Jo

1 1 i = 2 )
I I =—-—ma+te) I =—-——mbc L=t | - " E=-na +b



viznamny dosledok faktu, Ze I je tenzor

» vezmime v predchadzajicom priklade
=1 a— =% ci—=l|
(v spravnych tyzikalnych jednotkach)

TR o o y, y: o o
L nie je nakreslené v spravne] mierke

9

s 7o
I 0 o0 -3
= 3 9%

2

* rotacia okolo telesovej uhlopriecky s @ =+/14

10 —9 —45) /3 75 velmi1 dolezity fakt:
T I 5 51 (2) =110 vektory L a @
45 3 > 1 65 nie su rovnobezné



3D mechanika tuhych telies je tazka a neintuitivna

—

» vektory L =] % a @ nemusia byt (a zvacsa ani nie su) rovnobezné
* toto predstavuje dalsiu podstatnit komplikaciu mechaniky tuhych telies

* to, ze orlentacia tuhého telesa nie je vektor a jeho moment zotrvacnosti nie
je skalar (ktory sa navyse meni s meniacou sa orientaciou) robia z 3D
mechaniky tuhych telies hnusne tazka a velmi neintuitivnu disciplinu

 mohli by sme sa do nej pustit, ale stalo by nas to vela sil, ktoré mozeme
v tomto semestri vyuzit rozumnejsie (vacsinu mechaniky tuhého telesa
preto nechame na prednasku z teoreticke] mechaniky v budiicom semestri)



ale nieco sa predsa len poktsime aspon nahliadnut

nas dalsi postup bude takyto: nebudeme sa ani len pokasat napisat
pohybové rovnice pre rotaciu tuhého telesa v priestore, nieto ich riesit

— —

budeme sa ale snazit vytazit co najviac informacie z rovnice L =M

OOOOO

poOjde skor o kvalitativne (pripadne semikvantitativne) ivahy

ale aj také postupy byvaja vo tyzike c¢asto velmi uzitocné (najma ak
presnejsie vysledky ziskat nevieme, alebo aj vieme, ale len s radovo
vacsou namahou)



hlavné os1 tenzora momentu zotrvacnosti

I je symetricka matica (pozri definiciu)

symetrické matice sa daja diagonalizovat,
t.]. da sa najst taka (ortonormalna) baza,
v ktorej je dana matica diagonalna

osi suradnicovej sustavy, v ktorej je matica 1
diagonalna, sa nazyvaju hlavnymi osami tuhého
telesa resp. jeho momentu zotrvacnosti

ak ma uhlova rychlost @ smer jednej z hlavnych
osi, moment hybnosti L je rovnobezny s @




dobry hod lopty v americkom futbale

e pohyb v homogénnom gravitacnom poli, v ktorom
je moment sily vzhladom k hmot. stredu nulovy

» v takom pripade sa moment hybnosti zachovava
(ak neberieme do tvahy odpor vzduchu)

» ak teleso rotuje okolo jednej zo svojich hlavnych
osi, moment hybnosti je rovnobezny s vektorom

uhlovej rychlosti

 rotacia povodnou uhlovou rychlostou vyhovuje
podmienke zachovania momentu hybnosti




mene] dobry hod lopty v americkom futbale

» uvazujme teraz pripad, ked lopte udelime rotaciu
uhlovou rychlostou @ takmer, ale nie celkom okolo
jednej z hlavnych osi

 moment hybnosti L sa bude zachovavat, ak sa
bude lopta (a s nou aj vektor @ ) rovhomerne
otacat okolo vektora L

* tomuto otacaniu sa zvykne hovorit precesia
7z nasej uvahy nevyplyva uhlova rychlost precesie,

ani to, ze tato rychlost je nenulova (to vyplyva az
z. dalsich tvah alebo z riesemia pohybovych rovnic)




ohranicena pouzitelnost kvalitativnych ivah

 ak by sme namiesto rugbyove] lopty
uvazovali kvader, potom pre dve
z. troch hlavnych osi by analogicka
uvaha presla, ale pre tretiu nie
(pre jednu z hlavnych osi da rieSenie
pohybovych rovnic nieco podstatne
in¢ ako precesiu)

 vSetky nase ivahy treba preto brat s
rezervou, len ako akysi prvotny pokus
o porozumenie niektorym pohybom
(nie je to naozajstné porozumenie)




pohyb kvadra v bezvahovom stave

neprecesny pohyb okolo jednej z osi
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a este jeden priklad

nesymetricke teleso v bezvahovom stave



