N A g

iy T4
ﬂlw\'

R T2 S

Lisslersrae

e

ML

) 8%

nrapa
-NTouh\nt
L3

[

SLa30s

..w..»:x.h

3
T
e




coO sme sa uz naucili

< riesit’ pohybovu rovnicu v pripade homogénneho
gravitacneho, elektrického a magnetickeho pola,
a aj ich kombinacii

< v tychto pripadoch islo o linearne diferencialne
rovnice (pripadne o sustavy viazanych linearnych
diferencialnych rovnic), ktoré sme sa naucili riesit
standardnym univerzalnym postupom

< rovnako by sme vedeli riesit pohybovu rovnicu
pre trojrozmerny linearny harmonicky oscilator
(a to aj v pripade timenych ¢i nutenych kmitov)

pohyb v troch rozmeroch

N
Ce®

/
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co sa eSte chceme naucit

zistit’ Co najviac o pohybe v pripadoch sil
veducich na nelinearne pohybové rovnice
(priklad: newtonovska gravitacna sila)

v pripade takychto rovnic nemame nijaku
univerzalnu metddu riesenia, takze musime
vyuzivat' vselijake specialne triky, medzi nimi
napriklad zakony zachovania

tym sa dostavame k celkom dolezitej otazke,
ktora bude predmetom tejto prednasky:
ako vyzeraju zakony zachovania v 3D?
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zakony zachovania v 3D

‘ —~ = = ! - - s
< zakon zachovania hybnosti |
’ : 7 - .
| zakon zachovania hybnosti
] u y 4 \ V4 : . ' .
p ra kt I C k tO I Ste C 0 V 1 D + uvaZujme systém viacerych éastic s hybnostami — py=my;,  i=1,-¥
y ) ) | "
! = [eelkova) hybnaost je definovana aka siiéet jednotlivich hybnosti: p = Z p,
’ ® Y AV Y | =1
akurat pribudnu sipk | Do
| < rychlost zmeny hybnosti: p = Z pi= Z F; [kde ¥; je cclkova sila posoblaca na i-tu éasticn]
i (= | =
|
g @ vzajomne sily medz Casticami sa v tejto sume vyrudia [vdaka zakonu akcie a reakae)
v
takze v s1icte zostanu len vonkajiie sily posobiace na jednotlivé éastice:  p = Z I‘;“"""
| =l
“’ 2 k = = ; @ dostali sme zakon zachovania: ak je stcet vonkajsich sil nulovy, celkova hybnost sa zachovava
= zakon zachovania energie

e — e ————— -

(SOfIStI kovanejél’ ako v 1 D) I zék:)n zachovania mechanicke; eneréie

zatial sme pre silu F(x) dostah toto:  zmena kineticke) energie = praca

:
!

i < finta: umelo zavedieme ina velicinu (budeme ju volat’ potenialna energia; tak,
| aby jej zmena bola minus prica (ak sa nam to podari, tak sGcct tychto dvoch

< zakon zachovania
momentu hybnosti
(hema analdgiu v 1D)

velicin sa nebude menit, jeho zmena bude nulova, t.j. bude sa zachovavar)

+ vtipné: potencialnu energiu vyrabame tak, aby sa sacet E, + E, zachovival

’ I . . . . ” - 5 ’ ’ ~
< vyraz =mv’ je (na rozdiel od in{ch virazov) dobry prave preto, Ze sa z neho

takf,'mto spf)soh(_)m da vyrot zachovavajica sa vehéma (to sa neda vzdy)
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zakon (ne)zachovania
hybnosti
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N
(celkova) hybnost je definovana ako suéet jednotlivych hybnosti:  p Z D

fl
[ MY ;
l o
/il
=1

N N
* pychlost zmeny: 7 — Z ﬁ’i = F, (F; je celkova sila posobiaca na i-tu ¢asticu)

= vzajomne sily medzi Casticami sa v tejto sume vyrusia (zakon akcie a reakcie) |

N
7 1C 1 &1 ' A : : e : —> T vonk f
takze v sucte zostanu len vonkajsie sily posobiace na jednotlive Castice: p = ;

<= zakon zachovania: ak je sucet vonkajsich sil nulovy, celkova hybnost sa zachovava
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hmotny stred
priklad uzitocnosti (ne)zachovania hybnosti

—
<%

= vztah pre rychlost zmeny celkovej hybnosti 7 =1

kde F je celkova sila (sucet vSetkych vonkajsich sil)
vyzera ako pohybova rovnica nejakej jednej Castice

N
Ce®

da sa tato rovnlca zaplsat aj v tvare '_ 4 F ]

\/
\ X4

<= Je to priamy dosledok zakona (ne)zachovania hybnosti
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pohyb hmotneho stredu

hmotny stred sa pohybuje
ako hmotny bod, ktorého
hmotnost je rovnha suctu
hmotnosti vsetkych casti

a na ktory posobi sila dana
suctom (vonkajsich) sil
posobiacich na vsetky casti

poznamka: sucet vonkajsich
sil dostaneme vdaka zakonu
akcie a reakcie pre vnutorne
sily (tie sa v sucte vsetkych
sil navzajom vyrusia)
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zakon (ne)zachovania
mechanickej energie
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zmena kinetickej energie

e : 1
Kineticka energia: —mv? =

—_— —
my .V

1
2 2
rychlost zmeny skalarneho sugcinu: %(7. b= a.b+a.b (Leibnizovo pravidlo)

—

b=ab.,+a,b,+a,nb,

—

dokaz: najrychlejsie v kartézskych suradniciach, t.j. vyuzitim a .

rychlost zmeny kinetickej energie: E, = %%m V- Yy =mv .V —=ma. v=F .1
zmena L, pre silu zavislu len od polohy:

) e r) =

[ A r|

v 3D je praca definovana cez skalarny suéin F .dr (to je nevinna zmena oproti 1D)
v 3D su hranicami integrovania body 7, a 7, (toto je vyznamna zmena oproti 1D)
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pokus o definiciu potencialnej energie

= potencialnu energiu chceme zaviest tak, aby jej zmena bola minus praca (tak ako v 1D)

* podobne ako v 1D zvolme referenény bod 75 , od ktorého budeme merat potencialnu
energiu a nejaku referenénu energiu £ , ako hodnotu potencidlnej energie v bode 7R

<= teraz by sme chceli definovat potencialnu energiu ako hodnotu v referencnom bode

minus pracu uvazovanej sily pri presune z referenéného bodu do bodu 7
r

E,F) = Eg~ | F(7).dF

IR

= tato definicia je vsak problematicka (aj ked na prvy pohlad vyzera uplne v poriadku)

r

problém spociva v tom, ze integral .-+ nezavisi iba od hranic, ale aj od ich spojnice

IR
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integral po nejakej spojnici

uvazujme silu F(?) so zlozkami F (x,y,z) = x Fy(x, v,2)=xy F.(x,y,2)=0

——

-
-
T
.

E - ———— —~—— — —— ———— - —
0

——— - ——— —— —
= T —— _—— — e T S e
.-% -

e S e PP YL e 2

s e R T e et s e T T D L R T T L A R T T L T ST T T oA S T T ek S LA LI TR iy

e o ot

aku pracu vykona F(?) pri presune z bodu 7, = (0,0,0) do bodu 7 = (1,1,1) ?

A w'm—v - '.’-‘;.‘2

(1,0,0)

jedna mozna spojnica bodov 7, a ¥ s
praca = (FLdx+F &+ F X))+ - +
(0,0.0) = (1,0,0) = (1,1,0) = (1,1.1) - X+FX
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integral po inej spojnici

stale sila F(?) so zlozkami F (x,y,z2) = x Fy(x, v.2)=xy F.(x,y,2)=0

aku pracu vykona F(?) pri presune z bodu 7, = (0,0,0) do bodu 7 = (1,1,1) ?
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(0,1,0)

ind mozna spojnica bodov 7, a ¥ S
praca = (FX+F,dy+F¥) + - +
(0,0,0) = (0,1,0) = (1,1,0) = (1,1,1) = X+r X
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Integral po este inej spojnici

stale sila F(?) so zlozkami F (x,y,z2) = x Fy(x, v.2)=xy F.(x,y,2)=0

aku pracu vykona F(?) pri presune z bodu 7, = (0,0,0) do bodu 7 = (1,1,1) ?
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LT =

ina mozna spojnica bodov 7y a 7 na prvej priamej spojnici v = x atedaaj dy = dx
(0,0,0) —» (1,1,0) = (1,1,1)

AT Ay Yy
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(1,1,0)
z ,
praca = (Fodx+F,dy+F.¥) + -
(0,0,0)
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iIntegral po vseobecnej ceste

< vseobecne moézeme krivku v 3D zapisat pomocu nejakeho
parametra A meniaceho sa pozdiz tejto krivky od nejakej
hodnoty (povedzme () po nejaku int hodnotu (napr. A)

y A(A)

< suradnice bodu sa na tejto krivke menia ako tri funkcie
x(4), y(1), z(4) aich infinitezimalne zmeny vyzeraju takto:

dx(A) dy(A) dz(4) =
dx = ——di dy = ——dJ dz = ——di r(0)

< praca ako integral zo skalarneho sucinu prejde na integral

r A
FF).dF = | (LD, @, 152 + ) d
= 0

kde tri bodky su za analogicke Cleny pre y a 7
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po ktorej ceste sa ma definovat Ep ?

<= ak sa ma mechanicka energia (t.. sucet kinetickej a potencialnej energie) zachovavat,
treba potencialnu energiu definovat po tej ceste, po ktorej sa bude teleso pohybovat’

= |lenze takto definovana potencialna energia je nam uplne nanic, pretoze ak na jej
definiciu potrebujeme poznat, ako sa bude teleso pod vplyvom danej sily pohybovat,
tak uz nijaku potencialnu energiu nepotrebujeme (ak pozname pohyb, vieme vsetko)

<= CizZe asi jedina rozumna moznost’ je definovat potencialnu energiu len pre také silové
polia, v ktorych praca pri prechode medzi l'ubovolnymi dvomi bodmi nezavisi od ich
spojnice, t.j. je pre vsetky spojnice rovnaka — takym poliam sa hovori konzervativne
(pretoze iba v nich sa zachovava - po latinsky konzervuje — mechanicka energia)

= no dobre, ale existuju také silove polia? nastastie ano, ako si hned teraz ukazeme

32 034400308000885000900 040 4420 04280900t 0 44049 8 14 M 290 t04 5 0 04 22340 3330000000008000290 4004240400499 24 0 0 2t 8 340 0000300 0008000000 00090804 20494444 0250 000 29200800 000330403530 8480 004 4% 002404 vttt rd bt d 24 o sdndad a0l
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konzervativhnost homogenneho pola

< uvazujme homogenne silové pole
orientované v smere osi 7, t.j. pole
s kartézskymi suradnicami (0,0,F)

“ pre l'ubovolny vektor dr dostaneme
F.dr=F.dx+F,dy+F,dz=Fdz

< pre pracu tohto pola dostaneme pre
l'ubovolnu spojnicu bodov 7, a 7,
r) %

Fd?Z FdZ:F(Zz—Z1>

Fq 4

< rovnaky vysledok pre vsetky spojnice

{1

i)

prispieva len vyska, nie dizka schodov




radialne pole

< uvazujme silove pole orientované v smere
polohového vektora, pricom jeho velkost
zavisi len od velkosti polohového vektora

oo ( = F(r)é)

<= taketo pole budeme nazyvat radialne
(napriklad gravitacne pole je radialne)

< Vv radialnom poli dostaneme pre pracu
pri posunuti o lubovolny maly vektor dr

F .d¥ =f(r) #.d7 = f(r) r dr
kde dr je rozdiel vzdialenosti od pociatku,
nie je to velkost vektora dr (dr # |dr| )




konzervativhost radialneho pola

< pre pracu radialneho pola dostaneme
pre lubovolnu spojnicu bodov r a r,

-

%)

F.dr=| f(r)rdr

= o

| "

< t0 znamena, ze vysledok je rovnaky
pre vsetky spojnice dvoch bodov
(zavisi od ich pocCiatocnej a konecnej
vzdialenosti od pociatku, ale nezavisi

NV - : T rispieva len posun v radialnom smere
od inych detailov integracnej cesty) sl P

nie pozdiz kruznic
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zakon (he)zachovania energie
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<= ak su v hre len konzervativne sily, potom sa mechanicka energia
(definovana ako sucet kinetickej a potencialnej) zachovava i

<= medzi konzervativne sily pocitame aj S|Iy, ktore su vzdy kolme »
na rychlost, napriklad magneticku silu F(7,1) = gV X B (%, 1)
ale aj rozne hladké smykl'avky, mantinely, napnuté spagatiky ;'
(tieto sily konaju nulovu pracu a maju nulovu potencialnu enegiu)

<> k su v hre aj nekonzervativne sily, napriklad sily zavislé od casu

F (r 1)=qFE (r t) ¢i rychlosti (odpor prostredia alebo trenie,

ktore sice nezavisi od velkosti rychlosti, ale zavisi od jej smeru):
zmena mechanickej energie = praca nekonzervativnych sil
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matematické kyvadlo
priklad uzitocnosti zachovania energie

<= matem. kyvadlo: teliesko na spagatiku i
* pohybova rovnica: mlp = — mg sin @

< Je to nelinearna (Cize tazka) rovnica

< na niektoré otazky vieme odpovedat aj bez
rieSenia pohybovej rovnice: aka je amplituda
kmitov, ak je maximalna rychlost v_ .. ?
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> Emv2 + mgh = const v =lg v ';i;
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3 1 2 SRS A Vmax
MV iax +0=04+mgh ., = hp= h = I[(1 — cos )
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pohyb matematického kyvadla

< zakon zachovania energie umoznuje nahradit' nelinearnu pohybovu
rovnicu druhého radu rovnicou prvéeho radu (hoci stale nelinearnou)

%mlqu2 + mgl(l —cosp) = E

* to je rovnica typu @ = f(@) a tie vieme riesit (t. j. vieme ich previest
na integrovanie — uz sme o tom hovorili v jednej nepovinnej casti)

< Vv tomto pripade zakon zachovania energie umoznuje odpovedat
na niektore jednoduche otazky, ale v skutocnosti umoznuje este
ovela viac: najst kompletne cely pohyb matematickeho kyvadla
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zakon (ne)zachovania
momentu hybnosti
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zakon (he)zachovania momentu hybnosti

<= tretou dolezitou zachovavajucou sa velicinou je moment hybnosti — zdanlivo uplne umelo
—

—

definovana vec (ktora je vSak celkom prirodzena v pristupe Emmy Noether): L =7 X p

—

* rychlost zmeny vektorového suginu: (a Xb)=aXb +a X b (LelbanOVO pravidlo)

ddkaz: najrychlejsie v kartézskych suradmCIach, vyuzitim a X b = (a, a. by)?x e

<%

" rychlost zmeny momentu hybnosti: L = FX P+ FX P = VXmV +FXF =FX F

l.

= — — —

“veligéinu M = r X F volaju fyzici moment sily (a vztah pre L zapisujuako L = M )

<= rovno z definicie sme dostali zakon zachovania momentu hybnosti:
ak je moment sily nulovy, moment hybnosti sa nemeni, Cize zachovava




momenty vzhladom k bodu ﬁ

<= narozdiel od hybnosti a energie zavisia momenty (hybnosti aj sily) ’r
od vyberu pociatku vztaznej ststavy (pretoze od neho zavisi vektor 7 ) |

——
PN

* Casto je uzitocné definovat momenty vzhladom k inému bodu R

— > > — >

L=(F-R|Xp M=(7-—R)XF !

<%

< pri l'ubovol'nom vybere bodu ﬁ plati (nech sa paci, dokazte to)
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momenty sustavy viacerych castic

e e S A e

= pre sustavu /N hmotnych bodov definujeme momenty (vzhl'adom k pociatku) :
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* pre momenty vzhladom k inému bodu R, treba v definiciach zamenit 7, — 7, — R
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(zdanlivy) problem vnutornych sil

S s / Y vV e » , . S =7 S
* na momente sily je blbé to, ze don vstupuji e zakon akcie a reakcie: F len“t —=— /1 ]Yin“t
a] vnutorné sily, ktoré vacsinou nepozname

N N N N

v’ geae> > PR ﬁnta; == s Q.- a.:-

« ak oznac¢ime symbolom F7™ vnatorna silu, e Z Z ij Z( j+ i) + Z i
i=1 j=1 i<j i
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ktorou posobi j-ty bod na -ty bod, potom
N

o
Seeiai

f:. — Fyonk it Z f’ianut * hmotné body neposobia samé na seba: F;; = 0

j=1

.
- -

N

N N
VARV = _>Vﬂut = = = _)VHUt
: 0 = C1ZC ZriXFi' —Z(ri_rj)Xsz
e moment sily mozeme teda zapisat ako : - : .

M_ Z: 2 s Fvonk_l_ Z: z: e Fvnut
= I ) l ij = e 5 i SN |
= =1 =1  ak vnutorneé sily posobia po spojniciach bodov @
vout || 72 e 54 e vnut _ |
tak F || ri—7r;, = @G-r)XF"=0

» ukazeme teraz, ze ta dvojita suma je nulova hotovo: vnutorné sily neprispievaji do M

e
Py




moment sily pre dve dolezite polia

radialne pole homogénne pole
F(®) = fn)7 *F()=F
<= moment sily vzhl'adom k pociatku: <= moment sily vzhl'adom k pociatku:
— £ —> 24 — —> —>
M= ) FXfr)f,=0 M=)7xF = MIF

=1 =

<= moment hybnosti vzhladom k pociatku <= moment hybnosti vzhladom k pociatku
sa v radialnom poli zachovava sa v homogénnom poli nezachovava, ale
zachovava sa jeho zlozka v smere sily
(lebo moment sily je v smere sily nulovy)




Aol e dad pdad v id obhe Avr:l!V;-;-l'ZHv-u-vu-|lllllllll!u‘vvv'v\-vvl'-nvu-vvvvv--l--a-':(,-j',-:v|||vv|v'1vll‘dIl'lll.Il‘l"v"jvv!:::::t'::!':'i:l'\r:"::vx(!;::IA,::."l’lI:';l:Wl:!::l‘,':,:Ii',li",t:‘\l:';l:fl:I:llll’l.r""fl:‘:l“:‘l:l:l'
L s R
fiid

tazisko (pojem suvisiaci s momentom hybnosti)
bod R, vzhl'adom ku ktorému je v gravitacnom poli M = 0

homogénne gravitaéné pole nehomogenne gravitacne pole ;i'
l

v hom. grav. poli je tazisko totozne s hmotnym v nehomogénnom gravitacnom poli je polohovy
stredom (alebo lezi na priamke rovnobeznej vektor taziska rovnobezny s vektorom X mr;/r; |

i - e = o ’ v 4 w V& ’ 'f

s polom a prechadzajucej hmotnym stredom) (a nemusi mat ni¢ spoloéné s hmotnym stredom) |

lr‘l }
18 aer A 2]
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pohyb vzhl'adom k tazisku

teleso v homogénnom grav. poli
sa vzhladom k tazisku pohybuje

| tak, ze jeho moment hybnosti i
(vzhl'adom k tazisku) sa pocas i
pohybu nemeni ;;J

i

(<— obrazok vl'avo) ak je moment
hybnosti na zacCiatku nulovy,
zostava nulovy navzdy

(obrazok vpravo —>) ak je
na zacCiatku moment hybnosti
nenulovy, zostava taky aj nadalej

FEFVIEE
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citatel'sky tip na zaver

<= mechanicka energia sa niekedy nezachovava, ale celkova |
energia (sucet vsetkych foriem energie) sa vzdy zachovava

< rozne formy energie su definované prave tak, aby sa ich
celkovy sucet zachovaval (netrivialnou vlastnostou nasho
sveta je moznost definovat ich tak, aby to platilo)

< gkveleé klasické kratke nepovinné citanie na tuto tému: .f
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/l_04.html
staCi prva cast prednasky (5 odsekov) : What is energy?
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