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délezitost planetarneho pohybu |

<= teleso v Newtonovom gravitachom (resp. Coulombovom
elektrostatickom) poli patri spolu s LHO k najdolezitejsim
systemom klasickej a dokonca aj kvantove] mechaniky
(tam sa to vola atom vodika)

<= tento system je vel'mi dolezity z historického hl'adiska
(objav Newtonove] mechaniky), z astronomickeho hladiska
(celkovy obraz sveta) aj z praktického hl'adiska (satelity)

< na rozdiel od LHO je pohybova rovnica pre tento systém
nelinearna, Cize podstatne tazsia




co sa chceme naucit

< v pripade LHO sme sa naucili riesit’
linearne diferencialne rovnice

< v pripade planetarneho pohybu sa
nebudeme ucit’ systematicky riesit
nelinearne diferencialne rovnice
(pretoze to nikto nevie)

< namiesto toho sa naucime par
standardnych a vel'mi uzitocnych
kuzelnickych trikov
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problem dvoch telies

< majme dve telesa, ktore na seba <= trik (vhodna linearna kombinacia): *
navzajom pdsobia a inak su izolované vynasobime prvu (druhu) rovnicu
druhou (prvou) hmotnostou |

— =S —
= pohybové rovnice telies 1 a 2 su mymyry = my F(r| —r,)
L) _)
S uvazenim zakona akcie a reakcie o= — P
15 Lvazani i KcCie) - mymFy = —my F(F) = 7))
mri=F a myr,=—F a tieto rovnice od seba od¢itame: |

= ak sila zavisi len od vzdjomnej polohy

— - — N
p = ry — r, potom mozeme vhodnou
linearnou kombinaciou rovnic ziskat problém dvoch telies sme previedii
. e v 7 ’ ’ : ’ /|
rovnicu pre p (Cim z problému dvoch na problém jedného telesa s tzv.
i " = - % mm [
telies vznikne problém jedného telesa) redukovanou hmotnostou y = ——

\/
X4

m1+m2
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hviezda a planéeta

<= riesenim pohybovej rovnice pre teleso
v gravitacnom poli teda zaroven riesime
pohybovu rovnicu pre relativhu polohu - -
hviezdy a planéty resp. planéty a satelitu myry +myry =0 i
Co nie je niC ine ako pohybova rovnica &
< poznamka: v tychto pripadoch je jedna hmotného stredu 7 = (m171 + m272)/ m
z hmotnosti radovo mensia ako druha, (kde m = m; + m, je celkova hmotnost) '
napr. m; < m, , éize m, + m, & m,

<= trik (ind dobra linearna kombinacia):
séitame rovnice pre 7 a 7,

redukovana hmotnost je vtedy u ~ m, mr =0 i

= ostava este vyriesit otazku, ako z najdenej = jednoduchou algebrou teraz dostaneme ||
s : x — - — — e — y
relativnej polohy p (f) najdeme 7,(f) a 7,(1) r=r+ —p =7~ 3§
1
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pohyb v gravitachom poli

.
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< pohybovu rovnicu telesa v gravitachom poli Naozq J Ptad:l ' | |
sme uz riesili metodou “krok za krokom” g s T N
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o Predstavyje rrro.ve kato sila

zdeduoteme ozemske| o i

=+ teraz sa chceme naucit, ¢o sa da z rovnice nebesiee] mechaniiey? |
o Dostaneme pomocou nej i

mr — K M m I” naozaj Newtonov obrt'uglc? ": :r!

’,-2 14 o Skisme ko vyietrit’ nasou ,;

metSdou “krok za krokom® i [

zistit nielen pribliznou metédou, ale presne

~acav enis

—a -

B D T
e
AT s

om pylab

I

o Poéid:oéhé Podmiehkv: Na161000

< a pojde nam najma o to, aby sme pomocou %0.~00 L Y e

VXO = 2500 V)’O = 0 x=empty(N+1

tejto pohybovej rovnice uplne porozumels ot TR

fn=sart ( xq? + yo2 ) 7 txcempty (a2

Keplerovym zakonom (kde pod uplnym e [ ol =

e x[g]=8.

A e A T

- A et

- e ———— —

v[B]=10. = Rz
vx[2] = 250e,

porozumenim nemyslime priblizné rieSenie, e N
i = - e + yinlayta

ale presne a striktné odvodenie tychto s i S TR
VXnsl = VXp + aXp » dt xlnel=x(nl wxnlodt
n+l]l=yi(nl+vyin

zakonov z pohybovej rovnice) Yooy =V e S i

plotix,y)
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1. Keplerov zéakon - rovinny pohyb |

< podla prvého Keplerovho zakona sa planéty pohybuju
po elipsach, Cize v rovine. Preco je trojrozmerny pohyb {
v skutocnosti dvojrozmerny? Vo

\/

l
- , . . (et
trik zakon zachovania momentu hybnosti It

= poéiatoénou polohou a rychlostou je definovana rovina,
_) s

i r j / ' i o
moment hybnosti L = 7 X p’ je kolmy na tito rovinu

—

A\¥4 V4 AV I V4 n Sy
L sapocas pohybu zachovava, Cize r aj p = m
—>

\/
X4

—
V

musia stale lezat v rovine kolmej na pévodny L |
a musi to byt povodna rovina, pretoze ak by ju teleso
opustalo, moment hybnosti by zmenil smer
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1. Keplerov zakon - kruhové orbity |
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_spemalnym prlpvao!o_m prveho Keplerovho zakona rovhomerny pohyb po kruZnici
je pohyb po kruznici (ak si nahodou nepamatate zo strednej $koly)

¥V

\/
X4

<= rychle odvodenie délezitych vztahov pre
rovnomerny pohyb po kruznici: @ = ax

< ako vyplyva tento pohyb z Newtonovej pohybovej L e e b P
rovnice telesa v gravitacnom poli? “i)=-oRsinot 30 =wkeosar | by

“ ¥(2) = — @ Rcoswt ¥(t) = — @ ’Rsin ot

trik neriesime pohybovu rovnicu, ale vyuzijeme to, oL e e
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CO uz vieme o rovhomernom pohybe po kruznici
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moze hrat gravitacna sila ulohu dostredivej sily?
ano, ak v L 7 azaroveh mv?/r = kMm/r? dostrediva sila
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poznamka: rychlost' v = \/ kM/r potrebna pre = mvz/ I
pohyb po kruznici sa vola prva kozmicka rychlost
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a to akoze staci”

ukazali sme, ze gravitacna sila moze hrat ulohu dostredivej
sily pri rovhomernom pohybe po kruznici. Vyplyva z toho, ze
rovhomerny pohyb po kruznici je riesenim pohybovej rovnice
v gravitachom poli?

ano, ale vlastne nie, ale nakoniec ano

ano, pretoze funkcia r(¢) zodpovedajuca rovhomernému
pohybu po kruznici splna uvazovanu rovnicu (vyplyva z toho,
co sme mali na predchadzajucom slide)

nie, pretoze najst jedno riesenie neznamena najst vsetky

ano, lebo uvazovana rovnica plus pociatocne podmienky
maju jednoznacné riesenie (nedokazali sme, ale plati to)
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1. Keplerov zakon - eliptické drahy

‘\G‘)

< toto je uplne nepovinna cast (poriadne to bude
urobené na prednaske z teoretickej mechaniky)

/
X4

ako vyzera pohyb pre vseobecneé poc. podmienky?

/
L4

i : =] M
trik zakon zachovania energie 5m72— - rm =5

budeme chapat a riesit ako diferencialnu rovnicu

/
A4

vyhoda: nie je to rovnica druhého, ale prveho radu

V/
A4

pre riesenie tejto rovnice su vyhodné tzv. polarne
suradnice r,@ (vzdialenost od pociatku a uhol)
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<= toto je este stale uplne nepovinna cast

<= zlozKky rychlosti v polarnych suradniciach:

v radialnom smere vV, =T
v smere kolmom nariadalny v, = rq¢ : S d
s = to sa da napisat v tvare f(_:) = dt
< zakon zachovania energie:
1 5 G xkMm r 4
R e = [ (= const = _ X dr’
2 ( 2 i) r ( ) “ a odtial vplyva =
- J(r) t
7 : : 0 0
< zakon zachovania momentu hybnosti:
— —
L=|rX p|=rmv, (=const) < takze stacCi vypocitat prislusne integraly
a z nich potom vyjadrit r ako funkciu f
ES . 2E | 2kM L~ ' ] Citat ' )
solh - (integraly tu pocitat nebudeme, ide nam

m r m2r2 len o zakladnu predstavu celeho postupu)
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o kompletny planetarny pohyb

= dokonéenie Uplne nepovinnej ¢asti < a kde su tie (nepovinne) elipsy?

\/

<= ak chceme poznat cely pohyb, potrebujeme ak by sme integraly fakt vypocitali a vyjadrili

este najst zavislost uhla od casu trajektoriu ako funkciu r(¢), dostali by sme
rovnice kuzeloseciek v polarnych suradniciach

/
X4

tu najdeme z rovnice L = rmv, = mrqu

\/

ktora kuzelosecka to bude, o tom rozhoduju

= rovnica: ¢(f) = L pociatocne podmienky (pre male pocCiatocné
: m r2(t) rychlosti dostaneme elipsy, vacsie pociatocné
G L rychlosti vedu na hyperboly, parabola je velmi
rieSenie: (1) = m r2(f) d specifickym hranicnym pripadom)

/
X

ak pozname kompletny pohyb, mame vsetko,
vratane dalsich dvoch Keplerovych zakonov
(ale tie vieme odvodit’ aj bez uplného riesenia)

/
X4

ak pozname funkciu r(7), vieme vypocitat ¢(7)
a ak pozname obidve tieto fukcie, tak vieme
o pohybe v gravitacnom poli uplne vsetko
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2. Keplerov zakon — moment hybnosti

/
L4

zachovanie smeru momentu hybnosti, teraz vyuzijeme dalsi trik:

{ il
pri nasom nahliadnuti rovinnosti planetarnych drah sme vyuzili len i
zachovanie jeho velkosti L = rmy, |

|

vyraz =g je pritom rychlostou, ktorou sa meni plocha opisana

polohovym vektorom, pretoze za ¢as dt sa tato plocha zmeni o

%I”Vldt + ..., kde bodky su za veci iduce k nule rychlejsie, ako dt o

(ako by malo byt vidno z obrazka) ,:,

/
L4

/
X

zo zachovania velkosti momentu hybnosti teda vyplyva zachovanie ;;f
rychlosti zmeny plochy opisanej polohovym vektorom, Co nie je nicC i
iné ako druhy Keplerov zakon (v ktorom sa polohovému vektoru .
zvykne hovorit cudnym archaickym vyrazom “sprievodic”)




3. Keplerov zakon - kruhové orbity

g

|

b

< pre specialny pripad kruhovych orbit sa 3. Keplerov zakon nahliadne I'ahko
— . . : = Mm———== s p? M
= dostredivou silou je gravitacnha sila ==k 2 coho vyplyva — = K— h
r r r it

i

< X Ay e = kM = _ 271 1
* €0 mbOzeme napisat ako = kedze doba obehu je 1 = - e
n

< cIm sme dostali nielen 3. Keplerov zakon, ale aj hodnotu konstanty v nom

(ale len v Specialnom pripade kruhovych orbit)
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<= trik: vyroba novych rieseni pohybovych rovnic preskalovanim premennych

NS
< g

nech 7(7) je nejaké konkrétne rieSenie pohybovej rovnice m.l_;’(t) = F(?, 1;;, 1)

* preskalovanim premennych nazyvame zdmenu: 7 — p = ar t > T =pt

< trik funguje len v specialnych pripadoch, ked’ F (7, d?/ a5t ) =

= vtedy plati m p(T)
dz?

F ( 0,dpldr, T) (vyplyva to z dvoch predchadzajucich riadkov)

“ a preskalovana funkcia p(7) je teda novym rieSenim (inym ako 7(¢)) rovnakej rovnice
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3. Keplerov zakon — pripravneé prlklady

amplituda a frekvencia LHO vySka a doba vol'ného padu
nezavislost frekvencie kmitov LHO od amplittidy suvis medzi vyskou a dobou volného padu vieme
vieme najst’ aj bez rie§enia pohybovej rovnice najst aj bez riesenia pohybovej rovnice
mix(t) = — kx(¢) mZ(t) = —mg
sila —kx sa pri preskalovani zmeni na —akx, sila —mg sa pri preskalovani nezmeni, Cize
= - : -~ a
cize podmienka triku je splnena pre — =q podmienka triku je splnena pre 12 =1

'BZ

- Sy : s
mame [ = 1, gize ak v nejakom rieSeni x(7) mame a = /)%, Cize ak v nejakom rieseni z(7)

zmenime vychylku a-krat a nezmenime cas,
dostaneme iné riesenie

zmenime vysku a-krat a Cas zmenime \/a-krét,
dostaneme iné riesenie

n n w - - - ” > = ~ z = _ r ry v | ’ r = 7
ak je riesenie periodicke, nové riesenie opisuje ak zmenime vysku volneho padu a-krat,
kmity s inou amplitidou a rovnakou frekvenciou doba padu sa zmeni 4/ a-krat,
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3. Keplerov zakon — dokoncenie

vztah medzi velkostou obeznej drahy a dobou obehu planéty mozeme najst aj bez
Mm r

rzl’

rieSenia pohybovej rovnice mr = — k

Mm r . BT y > Mm?

>~ sapri preskalovani zmeni na —«k
r

sila —«k , Cize podmienka triku je splnena pre

mame teda a’ = f*, takze ak v nejakom rieeni 7(t) pohybovej rovnice zmenime
vychylku a-krat a cas zmenime a’ 2-kre’lt, dostaneme nove riesenie

ak ma povodné riesenie “velkost” R a dobu obehu 7, potom nové rieSenie ziskané
predkalovanim ma “velkost” aR a dobu obehu a>*T, &o je prave treti Keplerov zakon:

e
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< v celej nasSej analyze pohybu planét a satelitov sa nikde i
nevyskytli dva pojmy, ktore sa v tejto suvislosti casto B
vyskytuju: bezvahovy stav a odstrediva sila
< [udia, ktori tieto pojmy pouzivaju (a to aj niektori fyzici), j'.
ich vel'mi ¢asto pouzivaju uplne zle
< ludia, ktori tieto pojmy pouzivaju spravne, vacsinou L
naozaj rozumeju mechanike 1
< preto sa im aj my budeme snazit poriadne porozumiet




