MECHANIKA TUHEHO TELESA

najprv len v dvoch rozmeroch

mechanika 21



telesa nezanedbatelne) velkosti

» doteraz sme sa zaoberali mechanikou
telies (relativne) zanedbatelnej velkost
(hovori sa im hmotné body)

* teraz sa pozrieme na mechaniku telies
nezanedbatelnej velkosti, ktoré su ale
(dokonale) tuhé — nemenia svoj tvar

» 70 zaclatku budeme uvazovat len dva
rozmery, pretoze tam je vsetko o dost
jednoduchsie (do troch rozmerov sa
vydame az ked zvladneme 2D pripad)




urcenie polohy telesa v dvoch rozmeroch

» prirodzené urcenie polohy tuhého telesa:
poloha jedného konkrétneho bodu telesa
a k tomu este orientacia telesa v priestore

v dvojrozmernom pripade je orientacia
telesa urcena jednym uhlom

* konvencia: v pripade uhla za kladny smer
zvykneme povazovat smer opacny, ako je Y
smer pohybu hodinovych ruciciek

r



urcenie pohybu telesa v dvoch rozmeroch

» poloha ako tunkcia ¢asu, ¢ize jednak pohyb
telesa “ako celku”, opisany funkciou 7(z)
a jednak jeho rotacia, opisana funkciou ¢(¢)

e pre funkciu 7(¢) plati podobna (rovnaka)
diferencialna rovnica ako pre polohovy
vektor hmotného bodu (takze vsetko, co
sme sa naucili tam, ostava v platnosti aj tu)

 pre funkciu ¢(¥) odvodime teraz analogicka r(1)
diferencialnu rovnicu a naucime sa ju riesit

v niektorych dolezitych pripadoch



pohybova rovnica pre polohovy vektor tuhého telesa

e rovnica pre 7(t) zavisi od vyberu bodu, hmotny stred
/ v priklad uzito€¢nosti (ne)zachovania hybnosti
pomocou ktorého urcujeme polohu

celého tuhého telesa

vztah pre rychlost zmeny celkovej hybnosti F -F

kde F' je celkova sila (sucet vSetkych vonkajsich sil)
vyzera ako pohybova rovnica nejakej jednej castice

> - % P < da sa tato rovnica zapisat aj v tvare mr = F, kde m je

- akJC nlﬁktory bOd naShO tUhﬁhO tel@sa celkova hmotnost systému (sucet vSetkych hmotnosti)?
upevneny, je rozumné vybrat tento bod, e |
> > S 3 p " ano, ak definujeme polohu hmotného stredui? = '_=\ | :
pretoze potom pren nijakti pohybovu | Zim |
rOVHiCU nepotrebuj cme je to priamy désledok zakona (ne)zachavania hybnosti

* ak nie je nyaky bod upevneny, potom je
as1 najrozumnejsie vybrat hmotny stred, e = =
pre ktory uz pohybova rovnicu pozname: mr = F kde F je celkova vonkajsia sila



pohybova rovnica pre orientaciu tuhého telesa

o diferencialnu rovnicu pre ¢(f) odvodime
teraz: vypocitame druht ¢asova derivaciu
uhla ¢(7), vyjadrime ju pomocou zloziek
zrychleni a tie vyjadrime zo zakona sily

* vysledna rovnica bude mat tvar I p(t) = M
kde M je takzvany moment sily (s ktorym
sme sa uz stretll) a I je takzvany moment
zotrvacnosti (s ktorym sa zoznamime teraz)

nasim cielom bude vediet napisat a vyriesit

napriklad pohybové rovnice pre vrh sekerou

a posudit, C1 je nakreslena trajektora sekery
blbost, alebo ¢1 je v sulade s Newtonom

* moment sily moze zavisiet od uhla, uhlove;j
rychlost1 aj od casu, a dokonca aj od polohy
telesa ako celku



uhol, uhlova rychlost, uhlové zrychlenie

* uvazujme pomocnu suradnicovu sustavu,
ktore] pociatok je vo vybranom bode 7(¢)

 suradnice i-teho bodu telesa v pomocnej
suradnicove] sastave oznacme &(t) n(t)

1)

« uhol ¢(r) = arctan - zavisi od i
e uhlova rychlost w(f) = ¢(t) nezavisi od i Y >
je rovnaka pre vsetky body tuhého telesa
X

» uhlové zrychlenie () = @ (t) = p(¢)



vypocet uhlovej rychlosti

1

= . d
derivacia tunkcie arcus tangens —arctant =

dt 1 + £2
e S . d e :
derivacia zlozenej tunkcie —-arctan o(t) = o o(1)
= : (7) T(DE) — n(DED)
d funk f) = —— () = —————
erivacia funkcie g(7) 7 o(1) 20
L lovs rychlost o(f) = n(2) 5(t) — ni (1) 1) = n(2) 5(t) — ni(1) 1)

EXD) + n7 (D) pf

piz — cfiz(t) + nl.z(t) je od casu nezavisly kvadrat vzdialenosti -teho bodu od
pociatku pomocne)] siradnicovej sustavy (vzajomné vzdialenosti bodov ani
vzdialenosti bodov od hmotného stredu sa v tuhom telese s casom nemenia)



vypocet uhloveho zrychlenia

17,(1) (1) — n,(¢) éi(t)

2
l

. dalej vypocitame uhlové zrychlenie e(f) = () kde w(r) =

» kedZe menovatel nezavisi od casu, derivacia je

110 E(0) + 10 &) = 1D &) — (D ELD) 170 E(B) — (1) (1)

£ pi p?

o zvlastny a nie Uplne najprirodzenejsi vyraz v citateli sa bude (bohuzial)
vyskytovat casto, a preto je dobré poznat niekolko jeho inych vyjadrent,
ktoré sa teraz naucime



ab, —ab,

e majme dva vektory @ a b so zlozkami

a, = acosa a,=asina

b, =bcosp b, =bsmp

e ab,—ab, =ab(cosa sinf—cosfsina)
=ab sm(f—a) =ab sin@ Y

—

kde ¢ je uhol medzi vektormi a a b
(orientovany uhol smerujuci od @ ku b )

------------------------------------------

* vyraz ab sin¢ sa da zapisat aj ako sticin
velkosti jedného vektora a kolmej zlozky
druhého vektora (ktorej sa hovori rameno)

absim¢p=a,b=ab,




suvis s vektorovym sucinom

—

v troch rozmeroch je vyraz ab, — ab, z-ovou zlozkou vektora a X b

v dvoch rozmeroch nemame nic¢ také, ako vektorovy sucin

ale ak chapeme 2D priestor ako podpriestor 3D priestoru,
potom ma vektorovy sucin dobry zmysel (v tom 3D) a da sa pouzivat

takze dostavame este jeden mozny zapis nasho vyrazu, a sice

ab, —ab, = (7)( ?)
<



pohybova rovnica pre orientaciu tuhého telesa

nech sa tuhé teleso sklada z N hmotnych bodov ¢ sikovnejsi zapis: le =M |
(s pevnymi1 vzajomnymi vzdialenostami)

N
[ = Z m; pl sa nazyva moment zotrvacnosti
=1

vynasobme rovnicu pre uhlové zrychlenie
hmotnostou i-teho bodu: m; p? e = & F i — i Fe;

scitayjme cez vsetky body (od 1=/ po N): M = Z &iFyi— 1 Fe; sanazyva moment sily

Z m. pl g Z EF i — i Fe; * moment zotrvacnosti vzhladom k nejakému
konkrétnemu bodu tuhého telesa nezavisi
od orientacie telesa, od jeho uhlovej rychlosti
toto je pohybova rovnica pre orientaciu telesa, ani od Casu (pretoze v sume vystupuju od ¢asu
ale vacsinou sa pouziva sikovnejsi zapis nezavislé hmotnosti a kvadraty vzdialenosti)




poznamka o vnutornych silach

* v pripade momentu sily M v 3D sme
v prednaske o zakonoch zachovania
ukazali, ze ak vnutorné sily posobia
po spojniciach a plati pre ne zakon
akcie a reakcie, potom tieto sily
neprispievaju do momentu sily

rovnaka vec plati aj pre moment sily
M v 2D, ¢&ize pr1 vypocte M staci brat
do Gtvahy len vonkajsie sily

dokaz: staci zobrat uz urobeny dokaz
v 3D a brat v nom do uvahy z zlozku

(zdanlivy) problém vnutornych sil

* na momente sily je blbé to, ze don vstupuja
a] vaoutorné sily, ktoré vacsinou nepozname

< — x =
» ak oznacime symbolom F ™ vnatornu silu,

ktorou posobi -ty bod na -ty bod, potom
Il Tvonk N 77 viul
o= pRug Npy

J=1

e moment sﬂy mozeme tcda zaplsat ako

M = err‘"uzzrxr"““

i=1 j=1

* ukazeme teraz, 7e ta dvojita suma je nulova

w— - i
« zakon akcie a reakcie: F ;’_-m =-—=F ;-,’""

, finta: iZa —Zta +a;) aka;=0

=1 J_

« hmotné body nepésobia samé na seba:F, =0 |

, Cize Z':Zr X ¥ ““‘_Z(,-_,)xl vaut

i=1 j=1

« ak vnutorne sily posobia po spojniciach bodov

tak FY™ || -7 = (r—r)xF"“‘—o

hotovo: vuuluuu: sily neprispievaju do M

ina moznost: spominany dokaz v 3D berte len

ako mnspiraciu pre dokaz v 2D priamo z definicie

il
W
il




podobnost1 a rozdiely

jednorozmerny posuvny pohyb dvojrozmerny rotacny pohyb
* pohybova rovnica: mX(t) = F(x, X, t) » pohybova rovnica: 1p(f) = M(g, ¢,1t)
* hmotnost m byva zadané¢ (zmeran¢) cislo * moment zotrvacnosti I treba vypocitat
» sila F je nejaka dopredu zadana funkcia  moment sily M ako konkrétnu funkciu uhla,
polohy, rychlosti a ¢asu a s touto zadanou uhlovej rychlosti a casu treba vypocitat a az
funkciou riesime diferencialnu rovnicu pre potom mozeme riesit diferencialnu rovnicu
neznamu funkciu x(7) pre neznamu funkciu ¢(z)

ak su posuvny a rotacny pohyb navzajom previazané, potom
mx(t)=Fx,x,0,0,t) a 1pk) =Mp,p,x,X,1)



este dve podobnosti

» kineticka energia rotujuceho telesa je  moment hybnosti je v 2D definovany
suctom kinetickych energii jeho casti analogicky ako moment sily
N
=N 0
Ek_zzmivi L=Z§ip;7,i_77ip§,i
e rychlosti jednotlivych casti st v, = p; @ —np, = = mp? 1 poh
£y el Tl * $p,—MNpe:=ppL=mp-® (pri pohybe
celkove pre kmeucku energiu mame po kruzniciach p, =p a p=mpw)
N
Ek—zzm/ol _—Ia) L=Zml-pi2a)=la)
i=1
=) : = : e =
» £, =5 Iw” pre dvojrozmerne rotacie e L=1w pre dvojrozmerneé rotacie
E, =~ mv? pre jednorozmerné translacie p=mv pre Jednorozmerné translacie

2



vseobecny pripad dvojrozmerného pohybu

* v mnohych pripadoch sa daja posuvny a rotacny pohyb vysetrovat oddelene

* vo vseobecnosti vsak neplati, ze sily zavisia len od polohy a nie od orientacie,
rovnako ako neplati, ze momenty sil zavisia len od orientacie a nie od polohy

* vo vSeobecnosti s pohybové rovnice pre posuvny a pre rotacny pohyb
mr(t) = F (7,7, 0, ,1) 1§(t) = M(F, 7, @, ¢, 1)

navzajom previazané a musia sa riesit naraz a spolu



uputavka na zaver

moment zotrvacnostt a moment sily hraja v 2D rotaciach rovnakt alohu,
ako hrajd hmotnost a sila v 1D translaciach (posunutiach)

na rozdiel od hmotnosti a sily, ktoré byvaja casto zname, moment zotrvacnosti
a moment sily treba vacsinou najprv pre kazda konkrétnu situaciu vypocitat
(@ az potom mozeme pristupit k rieSeniu pohybovych rovnic)

momenty zotrvacnosti a sily mame zatial definované len vzhladom k pociatku
a len pre nespojité tuhe teleso zlozené z diskrétnych hmotnych bodov

v dalsej prednaske sa naucime, ako sa pocitaji momenty zotrvacnosti a sily
pre tuhé teleso so spojite rozlozenou hmotou a vzhladom k lubovolnému bodu



