SPOJITE TUHE TELESA

od stim k integrdlom

mechanika 22



momenty vzhladom k Iubovolnému bodu

 momenty mame zatial definované len vzhladom k pociatku stradnicovej sustavy
(v minulej prednaske sme pouzivali definiciu v suradnicovej ststave s osami & a 7
teraz sa vratime k beznejsiemu oznaceniu osi pismenami x a y )

e definicie vzhladom k bodu R so stradnicami (X, Y) dostaneme tak, Ze polohove

vektory nahradime “polohovymi vektormi vzhladom k bodu R > 7 — 7,— R
—> L —
moment zotrvacnosti vzhladom k bodu R I = Z m, (F; — R)*
=1

N
moment sily vzhladom k bodu R M= = Z x,— X)) F e -1
i=1



Steinerova veta (veelku uzitocné tvrdenie)

 moment zotrvac¢nosti vzhladom k bodu R
sa da jednoducho vyjadrit cez moment R
zorvacnostt vzhladom k hmotnému stredu

Iﬁ =L+ mi?
kde m je hmotnost telesa a [ je vzdialenost
bodu R od hmotného stredu telesa

N
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A . = - 9 Y%
dokaz: Iz = E m.(r; — R)” napiSeme ako
i=1

N N N
S EOD )
i = Zmiri + 2R - Zmiri+ R Zmi

a na toto sa pozrieme v sustave, ktorej pociatok I- =1 <+ 2
- S = = m [
je vhmotnom strede: Iz =1L +2R - 0 +[°m R h.s.



“posobisko” gravitacnej sily (celkom uzitocny pojem)

vysledna sila posobiaca na nejaké teleso
v homogénnom gravitacnom poli je mg,
kde m je celkova hmotnost telesa

tato sila je suctom gravitacnych sil
posobiacich na jednothvé casti telesa

kde (v ktorom bode) ma vysledna sila
posobit, aby je] moment bol rovnaky,
ako celkovy moment gravitacnych sil
posobiacich na jednotlivé casti telesa?

moment gravitacnych sil

N N
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M = in(_mig) =i 8m;2mz‘xz‘ = T Mg Xy s,

=1 =1

mg

vysledna gravitacna sila ma spravny moment sily,
ak p6sobi v bode, ktor¢ho x-ova stiradnica je pri

[ubovolnej orientacn telesa rovna x-ovej siradnici

hmotneho stredu, t.j. ak posobi v hmotnom strede



od diskrétnych hmotnych bodov k spojitému telesu

* dvojrozmerné tuhé teleso sme s1 zatial predstavovali ako sustavu nejakych
N pevne pospajanych hmotnych bodov (nie ako spojité rozlozenie hmoty)

* momenty (zotrvacnosti a sily) boli definované ako sucty cez tieto body

 prirodzenejsou predstavou tuhého telesa je skor spojité rozlozenie hmoty
charakterizované nejakou hustotou, ktora vo vseobecnosti zavisi od polohy

e oznacenie: dlzkovt hustotu 1D telesa budeme oznacovat symbolom A(x),
plosnu hustotu 2D telesa symbolom o(x, y) a objemova hustotu p(x, y, z)

 pr1 prechode od diskrétneho rozlozenia hmoty k spojitému prejda sucty
na integraly (to plati vseobecne, nielen pre definicie momentov)



hmotnost nehomogénneho telesa — I D

» uvazujme nejaké jednorozmerné teleso (tyc)

s premenlivou dlzkovou hustotou A(x) 0
, A(x3)
o ak teleso rozdelime na malé kisky dizky Ax I
hmotnost jednotlivych kaskov bude priblizne T ——
A(x) . Ax a hmotnost celej tyce bude priblizne 123 Ax

N
m = 2 Ax;) . Ax
i=1

» presny vysledok dostaneme v limite Ax — 0 m
a tymto vysledkom je urcity integral

A(x) dx



hmotnost nehomogénneho telesa — 2D

9 (x39 yN)

» uvazujme nejaké dvojrozmerné teleso (dosku)
s premenlivou plosnou hustotou o(x, y)

 ak ho rozdelime na malé kasky (napr. obdiiniéky)
s plochou Ax. Ay , hmotnost jednotlivych kuskov
bude priblizne o(x,y). Ax. Ay a hmotnost celej
dosky bude priblizne

M N
m%ZZG(xi,yj).Ax.Ay 12 Ax M
= =l 7 7

Y
» presny vysledok dostaneme v limite Ax, Ay — 0 m U( X y) d X dy
a tymto vysledkom je dvojny urcity integral

0 J0



ako sa pocita dvojny integral

» ako dva obycajné, jeden za druhym
 dosku s1 predstavime ako nieco zlozené z tyci
(na obrazku z horizontalnych, ale pokojne by

mohli aj vertikalne, pripadne este nejaké n¢)

* hmotnost “tyCe” nachadzajicej sa vo vyske y je

Ly
H(y) =J o(x,y) dx
0
- . ey . Y ’ v 7 L
* hmotnost dosky je sucet (integral) hmotnosti “tyci” J' ¢ [
Lx m —
= d
m L u(y) dy 0 0




konkrétny priklad

» ako priklad si zoberme hustotu o(x,y) = c.x*.y

LX
J c.xz.ydx> dy o(x,y) =c.x°.y
0




moment zotrvacnostt nehomogénneho telesa — 1D

e uvazujme jednorozmerne teleso (tyc) s nejakou

dlzkovou hustotou A(x), rotujace v 2D priestore )
o ak teleso rozdelime na malé kiisky diiky Ax X2 2(x2)
° / \'% - 3 3
ich prispevok do momentu zotrvacnosti bude
A(x) . Ax.x* a moment zotrvacnosti celého telesa I
: % S ) B e e e i e e e e
(vzhladom k pociatku) bude [ 3 =

N
I~ ) x2.A(x). Ax
=1

* presny W%ledOk dos.tanel;r.le/ v hmlt? Ax — 0 I — x2 /I(X) dx
a tymto vysledkom je urcity integral



moment zotrvacnosti nehomogénneho telesa — 2D

(xgz T )’1%7> o (X3, Yy)

* moment zotrvacnosti dvojrozmernc¢ho telesa I
s plosnou hustotou o(x, y) vzhladom k pociatku =
, Ay
* rozdelime ho na malé ktusky (napr. obdlznicky)
s plochou Ax. Ay , ich prispevok k momentu
zotrvacnosti bude o(x,y). Ax. Ay. (x* + y?)
a moment zotrvacnosti cele] dosky bude priblizne 1

M N
I~ Z Z (xi2+yi2) .0(X;, y;) - Ax . Ay
i=1 j=1

L. eL
% % . . X y
» presny vysledok dostaneme v limite Ax, Ay — 0 7 e
a tymto vysledkom je dvojny urdity integral (x* +?) olx, y) dxdy



konkrétny priklad

» majme opat hustotu o(x,y) = ¢.x*.y a pocitajme
moment zotrvacnostl vzhladom k pociatku (0,0)

JLX (x2 yz) & 1y dx) dy




moment gravitacne] sily posobiace] na tyc

uvazujme jednorozmerné teleso (tyc) s dlzkovou
hustotou A(x) v homogénnom gravitacnom poli ) 7

aky je moment grav. sily vzhladom k pociatku?

zlozky gravitacne;j sily posobiace] na maly kisok st X3 A(X3)
F.=0 a F,~ — gA(x) Ax , moment gravitacnej sily I
posobiaci na tento kusok je M ~ — x g A(x) Ax takze |1| L e
celkovy moment sily vzhladom k pociatku bude . = y
N
M~ — ) xgAx). Ax
i=1 L
presny vysledok dostaneme v imite Ax — 0 M = — X8 /I(X) dx



moment gravitacne] sily posobiace] na dosku

X3 0 (x39 )’N)

I

uz je to nuda a otrava, ale dajme este aj tii dosku N

aloha: ak to este potrebujete, urobte gymnastiku, Ay
ktora by uz mala byt rutinna, a napiste priblizny

vyraz (sumu cez malé obdlznicky) pre moment
oravitacne] sily vzhladom k pociatku 2

ak uz ta gymnastiku nepotrebujete, rovno napiste
vysledok v tvare integralu
. v N s . v o e Lx Ly
a nakoniec eSte vypocitajte moment gravitacnej sily M= = g[ J X (F(X )7) dx dy
= ”

pre nasu konkrétnu plo$nt hustotu o(x,y) = cx*y

0 J0



a teraz nieCo nehranaté

uvazujme rotacne symetrické koleso s polomerom R,
ktorého plosna hustota ¢ zavisi len od vzdialenosti r
od stredu, cize je funkciou jednej premennej: o(r)

hustotu méZeme zapisat ako o(y/x* +y*) a potom

integrovat v kartézskych saradniciach, ale musime
spravne zapisat hranice integrovania

jednoduchsi postup je rozdelit si kruh na pasiky
(medzikruzia) dlzky 2zr (s menacim sa r) a hrabky dr
kazdy pasitk ma hmotnost priblizne o(r) 2zr dr

o(r) rdr

. vy R
hmotnosti scitame od r=0 po r=R )
a nakoniec dr posleme do nuly, ¢im dostaneme 4



hmotnost nesymetrického kolesa

» uvazujme teraz koleso, ktorého plosna hustota zavisi
od vzdialenosti r aj od uhla ¢ (tzv. polarne stiradnice)

 tentoraz nestaci delit kruh na pasiky, treba ho delit
jemnejsie, najrozumnejsie je to na “oblé obdlzniky™
s dlzkamai stran rdg (obla strana) a dr (rovna strana)

e kazdy z “oblych obdlznikov” ma hmotnost priblizne
o(r, @) rdrde, ticto hmotnosti teraz ako vzdy sCitame,
atood r=0por=R aod ¢=0 po ¢ =2n

R ¢2n
» a nakoniec posleme dr aj dg do nuly, cim dostaneme n = J J o(r,p) rdrdge



moment zotrvacnosti kolesa

» ak rozumieme tomu, ako sa pocitala hmotnost kolesa
s plosnou hustotou o(r, @), malo by byt celkom jasné,
akym integralom je pre takéto koleso dany moment
zotrvacnosti vzhladom ku stredu

» kazdy “obly obdlZnik” prispieva svojou hmotnostou
o(r,p) rdrde nasobenou kvadratom vzdialenosti od
stredu kolesa 7?

* uzitocna uloha: pre homogénne koleso (6 = const)

vypocitajte jeho hmotnost a) moment zotrvacnosti R 27
a ukazte, ze I = %mR2 ] = J [

o(r, ) r’ drdg



uzitocné jednoduché cvicenia na zaver

» dokazte Steinerovu vetu pre teleso so spojite rozlozenou hmotou
* najdite “posobisko” homogénne) gravitacnej sily pre taketo teleso

* najdite “posobisko” homogénnej gravitacnej sily pre homogénne koleso



