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programoveé vyhlasenie (prva cast’)

v minulej prednaske sme sa zaoberali statickou deformaciou pruznych telies
v tejto prednaske sa pozrieme na pohyb pruzného telesa

urobime to len v jednorozmernom pripade, v ktorom mo6zu byt sily aj predlzenia
len v jednom smere, a preto tam ma Hookov zakon ten najjednoduchsi tvar

aj v tomto jednoduchom pripade dostaneme mimoriadne dolezitu pohybovu
rovnicu, ktora bude obsahovat nesmierne vela fyziky, daleko presahujucej tu
konkrétnu vec, ktord tu budeme skiimat (a ktora sa vola pozdizne kmity tyce)



poloha vybraného kuska

0 x x+ u(x)
majme tyc v stave pokoja
kazdy jej kisok ma v tomto pokojovom stave nejaku polohu x
toto x bude odteraz rodné cislo tohto kuska, tymto c¢islom ho budeme oznacovat

pri pohyboch v ramci tycCe sa jej kisky premiestnuju, kisok s menom x méze byt
vychyleny o nejaké u, takze jeho okamzita poloha je x + u

vychylka u je pre r6zne kusky rozna, cize zavisi od kuska (od rodného cisla x)
u je teda funkcia premenej x



sily posobiace na vybrany kusok

0 £+ u(x,t)

toto je pruzna sila _F / /F toto je pruzna sila
od suseda vlavo <+—— —— od suseda vpravo

lllllllllllllllllllllllllllllllll feEeEEEEEN]
*
*
*
*
*
*
*

dx

smerom dolu nepdsobi nijaka sila
sme v (takmer) jednorozmernom svete



lavy sused po vychyleni:

pravy okraj
lavy okraj

dlzka

Adx  dlzka — povodna dlzka

relativne predlZenia susedov

]
]
llllllll
>
*
*
*
>
*
>
’0
>
<>
>
(4

X —dx

X + u(x)

x —dx + u(x — dx)
X+ u(x) — (x —dx + u(x — dx)) dlzka
= dx + u(x) — u(x — dx)

dx

povodna dlzka

X

u(x) — u(x — dx)

pravy sused po vychyleni:
X+ 2dx + u(x + 2dx)
X+ dx + u(x + dx)

pravy okraj

lavy okraj

dx

dx

pravy okraj - lavy okraj
= dx + u(x + 2dx) — u(x + dx)

Adx  dlzka — povodna

povodna

u(x + 2dx) — u(x + dx)

dx



pruzneé sily posobiace na susedov

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
n
| |
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*

x’— dx X X+ dx X + 2dx

F(X) _ES Ad;zx Lpe u(x) _Z,ix_dX) F(X £ dX) _ES Adc;’x _ES u(x+2dx)d; u(x + dx)
v limite dx — 0 dostaneme v limite dx — 0 dostaneme
Feo="E.S1(x) F(x+dx)=ESu(x+ dx)

toto je derivacia zlava v bode x toto je derivacia zprava v bode x + dx



pruzneé sily posobiace na nas kusok

e ar

et e R
X X+ dx

ak pozname sily, ktorymi posobi nas kusok na susedné kusky, tak zo zakona akcie
a reakcie vieme aj to, akymi silami pésobia susedné kusky na nas kidsok

zlava pOsobi sila s velkostou £ S u'(x), zprava pésobi sila s velkostou E S u'(x + dx)

celkova sila posobiaca na nas kusok je rozdielom tychto dvoch sil



pohybova rovnica nasho kuska

hmotnost:  pSdx zakon sily: pSdxii(x,t) = F
poloha: X + u(x, 1) celkova sila: E="15 (u’(x + dx) — u’(x))
r)'/Ch|OSt': u(x, 1) Cize: D ii(x,t) = E u(x +dx) — u'x)

dax

r—m_,,— N IBTrIN S e st o w,m

zrychlenie: ii(x, 1)

3

predx > 0 | pii(x,t) = Eu"(x,1)

AOCES

x + u(x,t) nie poloha hmotného stredu, ktora ma vystupovat v pohybovej rovnici, je to
poloha lavého okraja, ktord sa vsak od polohy hmotného stredu lisi len infinitezimalne



poznamka o parcialnych derivaciach

z funkcie u(x,t) dvoch premennych sa z funkcie u(x,t) dvoch premennych sa

pri fixovanom x stane funkcia len jedne; pri fixovanom 7 stane funkcia len jednej
premennej t premennej x

derivacie tejto funkcie nazyvame derivacie tejto funkcie nazyvame
parcidlnymi derivaciami podla ¢ parcialnymi derivaciami podla x

. ou(x, 1) o ulx, t+dt) — u(x, t) : ou(x, t) o u(x+dx, t) — u(x, t)
u(x, 1) = = lim u'(x,t) = = lim

ot dt—0 dt 0X dx—0 dx



vinova rovnica

pohybova rovnica pre pozdizne vychylky pruznej tyce (vychylky v jednom rozmere)

4 (X, 7) e (x, 1) =0
e /A o BT £ W Mo ux,7) =
ot? p Ox?

(spolu so zovSseobecneniami v 3D) je jednou z najddlezitejsich rovnic celej fyziky

je to tzv. parcialna diferencialna rovnica (pretoze obsahuje parcidlne derivacie),
hovori sa jej vInova rovnica a opisuje nielen tie vychylky pruznej tyce, ale aj mnohé
iné viny vo fyzike (a Ze ich je tam poZehnane, pricom su velmi r6znorodej povahy)



CO je vina?

takéto nieco, pricom tie kopceky sa
pohybuju hore-dole?

alebo to isté, ale kopceky sa hybu
doprava alebo dolava?

alebo takéto nieco, pricom cely profil J =

sa pohybuje doprava alebo dolava?

uvidime, ze v nejakom zmysle je pod (postupnou) vinou budeme rozumiet akikolvek

najSikovnejsia ta tretia mozZnost funkciu, ktord nemeni svoj tvar a pohybuje sa stalou
rychlostou doprava alebo dolava



formalna definicia postupnej viny

hocijaku funkciu dvoch premennych x a ¢, ktora je v skuto¢nosti funkciou len jednej

premennej a = x £ v.t, nazyvame postupnou vinou

grafom funkcie f(x £v.r) vcase t =0 je graf funkcie f(x) atento graf sas ¢asom

posuva rychlostou v smerom dolava (ak je znamienko +) alebo doprava (ak je —)

velmi doblezita uloha: vezmite nejaku funkciu f(x = v. 1), nakresile jej graf v ¢ase O,

potom nakreslite jej graf vcéase t =1 a t = 2. Pohybuje sa spravnou rychlostou
spravnym smerom?



kazda postupna vina je
riesenim vlinovej rovnice

ak a(x,r) =xxv.t potom funkciu f(a(x, t)) derivujeme ako zlozenu funkciu

o B Gl R e T 2 e R O G
ot do Ot do ox do 0x do
0° g df(a) 0° 0 df(a)
ﬁf(xiv.t)—g (iv - ) ﬁf(xiv.t)—g P
oy aa. . IR _ dfl@) da _ df()
=TV B 4 pye da? ox dor?

i B (B
otz p ox? p ) da?

a to sa naozaj rovna nule, ak |v |



poznamka o akustike

z toho, ¢o sme urobili doteraz, to nevidno, poucna hra: najdite na internete E, p a
ale pravda je taka, Ze tie nase pruzné viny rychlost zvuku v tyéi pre niekolko réznych
su zvukoveé viny v tuhej latke v 1D svete, latok a porovnajte nase v s experimentom

resp. zvukové viny v tyci v 3D svete

tu je zopar prikladov
ako sa o tom moézeme presveddit?

(alebo aspon ziskat silné podozrenie, E exp.
ze je to naozaj tak?)

zoberme rychlost nasich vin v = \/E/p

a porovnajme ju s nameranou rychlostou
zvuku v niektorych tuhych latkach



poznamka o priecnych vinach

pozdizne viny v tyéi resp. v strune

Cisto 1D pripad, vychylky su v tom istom
smere, v ktorom je tycC resp. struna

pohybovu rovnicu sme prave odvodili a
videli sme, Ze je to vinova rovnica

ak kreslime graf funkcie u(x, t), vyzera to,
ako keby vychylka u bola v smere kolmom

na smer x, ale to je len zdanie (tak proste
kreslime ten graf)

priecne viny v tyci resp. v strune

v skutoCnosti viacrozmerny pripad
s vychylkami kolmymi na smer tyce

pohybova rovnica je opat vinova rovnica
(neodvodili sme to z casovych dévodoy,
ale vedeli by sme to odvodit)

graf funkcie u(x, r), zodpoveda realite:

vychylky su v smere kolmom na tyc resp.
na strunu



p 7t ® # o ,
programoveé vyhlasenie (druhg cast’)
pre pohyb pruzného telesa v 1D sme dostali vinovu rovnicu, ktora sa vyskytuje aj

v mnohych inych oblastiach fyziky, a preto je velmi uzito¢né naucit sa ju riesit

pod rie§enim vinovej rovnice rozumieme najdenie takej funkcie, ktora spliia
a) vilnovu rovnicu  b) pociatoc¢né podmienky u(x,0) = f(x) a u(x,0) = g(x)
c) tzv. okrajové podmienky (ak hladame riesenie len na ohranicenej oblasti)

teraz sa naucime jednu metddu rieSenia tejto rovnice, ktord skvelo funguje v 1D

nabuduice sa nauc¢ime ini metddu, ktora funguje aj vo viacerych rozmeroch



jednoznacnost’ riesenia vlnovej rovnice
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pre parcialnu diferencidlnu vinovu rovnicu plati f e me—e o
; , o s ; | veta o existencn a jednoznacnosti riesenia |
podobna veta o jednoznacnosti rieSenia, aka
| haZdd slusnd diferencidina rovnica spolu s pociatolnymi podmienkani !
p I ati I a p re O byé aj N é d ife ren Ci a’ I ne rovn i ce | md prave jedno rieSene, ). nesente existuge a je jednoznacné |
= podiatocnymi podrmienkami sa pociatocna poloha a rvchlost: x, vy

Ve A4 ’ . 3 7 o
( I en tre ba k pOCI atocnym pOd mien ka m p Il d at aJ | (ak jc rad rovnice, t. j. stupen najvyssce] dervacie, rovny 7, potom s poc.
. s . v . v podm. dané hodnatami derivacii od nultej az po -7 v pociatocnom case)
tzv. okrajové podmienky - este o nich bude rec)

= klebeta: pod slu$nostou diferencialnej rovnice m.%() = F (x(7), x(r), t)
tu rozumicme spojitost funkcic F'a jcj prvych parcialnych derivacii
(Co presne je parcialna derivacia v tejto chvili vedict nepotrebujemc)

vetu tu nebudeme dokazovat, dékaz sa ale robi | (ebewa pre diferenciine rovnice injeh ridoy smie ipine analogicky) |
na prednaske z Tedrie elektromagnetického -
pola v druhom rocniku veta o jednoznacnosti ndm umoziuje
pouzivat hadanie ako exaktnu metodu
princip superpozicie a veta o jednoznacnosti rieenia rovnic - ak uhddneme jedno
umoznuju velmi lahko riesit vinovu rovnicu v 1D rieSenie, tak viac ich uz neexistuje




superpozicie postupnych vin

vinova rovnica je linedrna parcidlna diferencialna
rovnica (obsahuje dve druhé derivacie a kazdu
z nich v prvej mocnine)

pre linearne diferencialne rovnice (¢i uz obycajné
alebo parcidlne) plati princip superpozicie, ktory
pre vinovu rovnicu hovori toto: ak su u,(x, f) a

U,(x, t) rieSeniami vinovej rovnice, potom je aj ich
superpozicia ¢, u(x, 1) + ¢, uy(x, 1) s lubovolnymi

konstantmi ¢, ¢, rieSenim tejto rovnice

dokaz: pozriem - vidim (uloha: naozaj pozrite)

‘rr—:,--..‘-- ———— e ——
I
] |
|
{

princip superpozicie pre linearne dif. rovnice

{
| Zoto je to kizlo, ktoré robi z hinedrnych diferencidalnych rovnic relativne zvlddnutelnii vec.

= superpoziciou (alebo tiez linearnou kombinaciou) funkei x,(z) a x,(z)
nazyvamec funkciu ¢;x,(f) + ¢,x,(f) kdc ¢, a ¢, st Iubovoln¢ konstanty

< princip superpozicie: ak sa dve funkcie x,(f) a x,(f) rieSeniami linearne
diferencidlne) rovnice ay(f)x(r) + a,(HX(f) + a,(HX() = b(f) s dvomi pravymi
stranami &,(1) a b,(1), potam ich superpozicia cx,() + c;x,(f) je rieSenim
tejto rovnice s pravou stranou ¢;b,(r) + c,b,(i)

| = dokaz: pozriem, vidim (derivacia superpozicie je superpozicia derivacii)
f aloha: napriek trivialnosti s1 ten dokaz samostatne poriadne urobte

= — = - — — e — —— _— -

nielen postupné viny, ale aj
ich lubovolné superpozicie
su rieSeniami vinovej rovnice



d’Alembertova metdoda,

v jednorozmernom svete sa rieSenie vinovej rovnice uhadne sokujuco lahko

zaCnime rieSenim rovnice na priamke (aby sme nemali okrajové podmienky),

pociato¢na vychylka nech je u(x, r) = f(x) a pociatocna rychlost nech je nulova
rieSenie sa da uhadnut z fleku (prvy ho uhadol prave Jean d'Alembert v 18. stor.)
u(x,t) = %f(x—v.t) + %f(x+v.t)

ako superpozicia postupnych vin to splna rovnicu a zjavne to splna aj poc. podm.
(vypocitajte derivaciu podla c¢asu v Case t = 0 a ukazte, ze je naozaj rovna nule)



slovny opis d’Alembertovho riesenia

pociatocnu podmienku rozdelime na dve rovnaké polovice a kazdu z nich posleme
svojim smerom (jednu doprava a jednu dolava)

ked sa to povie takto, hned zaciname tusit, preco d’'Alembertova metdéda nebude
dobre fungovat vo viacerych rozmeroch:

vo viacerych rozmeroch je nekonecne vela smerov a ak by sme chceli postupovat
analogicky, potrebovali by sme rozdelit pocCiatocnu podmienku na nekonecne vela
rovnakych casti - lenze to by bola kazda z nich nulova

skvela d’Alembertova metdda je preto skvela len v jednom rozmere (bohuzial)



nepovinna domaca uloha

skiste uhadnut riesenie vinovej rovnice na priamke pre nulovu pociatocnu
vychylku u(x,0) = 0 a nenulovu pociato¢nu rychlost (x,0) = g(x)

1
mozno nebude zly ndpad vyuzit funkciu G(x) = — [g(x) dx
V

premyslite si, ze superpozicia tohto riesenia s rieSenim z predchadzajuceho slidu
predstavuje Uplne vSeobecné rieSenie vinovej rovnice na priamke (a vSimnite si,
ze nam na toto riesSenie stacili Styri postupné viny)



vina na polpriamke (pevny koniec)

ako priklad okrajovych podmienok si predstavme vinu na polpriamke s pevnym
(nevychylenym) koncom - ak ma tento bod suradnicu 0, tak okrajova podmienka

znie: u(0,71) =0
ako dosiahnut pri pociatocnej podmienke “slon” splnenie okrajovej podmienky?

takto (doplnenim na celd priamku):
presvedcte sa, ze rieSenie KJ

na priamke splna okrajovi
podmienku na polpriamke




vina na polpriamke (volI'ny koniec)

este skisme okrajovu podmienku zodpovedajiucu volnému koncu (cize koncu,
na ktory neposobi nijaka sila)

na maly kusok na zaciatku p6sobi zprava pruzna sila Umerna prvej derivacii u'(x, 1)
zlava posobi nulova sila, a aby sa infinitezimalne maly a lahky kisok nepohyboval
s nekonec¢nym zrychlenim, potrebujeme takito okrajovi podmienku: u'(0,7) = 0

= . L .

ako to dosiahnut? e T

£ Y

takto: pa— J KOJ z L Ay

————————— R

(presvedcte sa o tom)



odraz viny na konci polpriamKky

rieSenie na polpriamke sme dostali tak, ze sme nasli rieSenie na priamke (ktoré
uhadol uz d’Alembert) s pociato¢nymi podmienkami na doplnenej polpriamke
zvolenymi tak vhodne, aby riesenie na priamke zabezpecilo splnenie okrajove;

podmienky pre polpriamku

ak sa teraz pozerame len na pévodnu polpriamku, vidime polovicu “slona”
odchadzat z polpriamky a zaroven sa z druhej strany vracat, o vyzera ako odraz

v pripade pevného konca sa “slon” odraza tak, ze prichadza zospodu (prevratil sa)
v pripade volného konca sa odraza tak, ze prichadza zvrchu (neprevratil sa)



uzitocna uloha na premyslenie

premyslite si, ako by sa sirila vina s pocCiato¢nou podmienkou “slon” na usecke
a) s obidvomi koncami pevnymi (nehybnymi)

b) s obidvomi koncami volnymi

c) s jednym koncom pevnym a jednym volnym

navod (ak potrebujete): doplrite vhodné pociato¢né podmienky na celu priamku

vSimnite si, ze v d’Alembertovom pristupe su vsetky riesenia vinovej rovnice
superpoziciami postupnych vin

vo Fourierovom pristupe budu vsetky riesenia superpoziciami stojatych vin



nepovinneé citanie na zaver

tam, kde mate ulozené pdf subory z tychto prezentacii, najdete aj subor viny.pdf,
v ktorom je strucny, ale pomerne podrobny text o d’Alambertovom a Fourierovom

pristupe k rieSeniu vinovej rovnice v jednom rozmere

ma to desat stran a pokryva to druhu cast tejto, plus celd buducu prednasku
(a este niecCo navyse o Fourierovych integraloch)

ak bude nieco z prednasok nejasné, méze vam ten text pomoct lepsie to pochopit

ale je to Uplne nepovinné citanie
na skuske bude len to, ¢o bolo na prednaskach a ¢o je v prezentaciach



