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dve metody riesenia vinovej rovnice

d’Alembertova metéda Fourierova metéda

rieSenie sa hlada v dost Specidlnom tvare,

rie$enie sa uhadne v tvare postupnych vin
ktory zodpoveda stojatym vinam

(v tvare superpozicie postupnych vin)

funguje uplne dobre nielen v jednom, ale

funguje vyborne v jednom rozmere, ale
aj vo viacerych rozmeroch

neda sa preniest do viacerych rozmerov

rieSenie ma tvar nekonecného radu, ale
jeho komplikovanost nerastie s poc¢tom
dimenzii, ¢o je jeho hlavna vyhoda

rieSenie je velmi elegantné a jednoduché,
ale bohuzial obmedzené na jeden rozmer



Fourierova metdoda.

Casto sa jej hovori aj metéda separacie premennych (a mysli sa tym nieco iné
ako metoda separacie premennych v pripade obycajnych diferencidlnych rovnic)

funguje nielen pre vinovu rovnicu, ale aj pre iné velmi délezité fyzikalne rovnice,
napriklad pre rovnicu vedenia tepla alebo pre Schrodingerovu rovnicu

Fourierova metdda je lahka na usecke a pomocou istych rafinovanosti sa da
preniest aj na priamku (na rozdiel od d’Alembertovej metddy, ktora bola lahka
na priamke a pomocou istych rafinovanosti sa dala preniest aj na usecku)



tyC resp. struna s upevnenymi koncami

ikonicky priklad Fourierovej metédy separacie premennych

rovnica: v2ou'(x, ) — ii(x, 1) = 0
pocCiatocné podmienky:  u(x,0) = f(x) u(x,0) = g(x)
okrajové podmienky: u(0,1) =0 u(L,t) =0

zakladny vtip: riesenie hladajme v tvare sucinu dvoch (zatial neznamych) funkcii,
z ktorych jedna zavisi len od premennej x a druha len od premennej ¢
u(x, t) = X(x) . T(r)
poznamka: funkcie tohto typu nazyvame stojatymi vinami (stoja na mieste a kmitaju)



a to sa, moze?

nuz, vacsina funkcii sa takto zapisat neda - skuste to napriklad pre u(x,y) =x+y

hned na zaciatku sme teda v podstate celkom bezdévodne drasticky zuzili okruh
podozrivych, ¢o nevyzera ako prilis dobry napad

ukaze sa, ze napriek tomu najdeme nekonecne vela riesSeni rovnice s okrajovymi
podmienkami, ktoré vsak nebudu splnat zadané pociatocné podmienky

ale zachrani nas princip superpozicie: vhodnou superpoziciou najdenych rieseni
dokazeme splnit aj pociatocné podmienky



takze ideme na to

prvy krok: dosadime do rovnice X"(x). T(t)—%X(x)T(t) =0

X0 it o :
X(x) v2T@)

druhy krok: vydelime funkciou u

, SR X'"(x) L Tty
treti krok (vtipny): fixujeme ¢t = 1, X(0) — kde a = R T(t:.)
X V fix
1(t
() — 12 to isté a

Stvrty krok (vtipny): fixujeme x = x, o



Co sme to dostali®

neuveritelné zjednodusenie

namiesto jednej parcidlnej diferenciadlnej rovnice pre u(x, 1)
mame dve obycajné diferenciadlne rovnice pre X(x) a 7(r)

tie rovnice navyse nie su previazané, ale tzv. separované (odtial nazov metddy)
a dokonca to ani nie su dve rovnice, pretoze je to vlastne dvakrat ta ista rovnica

a este k tomu je to rovnica LHO, ktoru uz davno vieme riesit



rieSenie rovnice pre X(x)

pripomenme si rieSenia pohybovej rovnice LHO
pre a >0 X(x) = ceVox 4 ¢l emVax

pre a=0 XXx)=cx+c’

pre a <0 X(x)=csiny/|a| x+c cosy/|a| x

ktoré z nich spliaju okrajové podmienky?

aké okrajové podmienky?

Vi uw0,)=XO)TH) =0 = X0)=0
Vi wll,)=XL)TH =0 = X({IL)=0

a > ()
X ()t niee e e g
Xkl S e =

o= (
X(0) =0
X(L)=0

a < ()
len toto ma nenulové riesenia



nenulové rieSenie rovnice pre X(x)

X(x)=c sin\/lal x+c cos\/lal X
X = ey vei=d)

XL)=0 = smmy/|alL=0 = la| L = nx

. nmx
X(x)=c s1nT 7 ==l B8 G 2AS

v ’ v . . ni
Casté oznacCenie:  X(x) =c sink,x kde — =k,



rieSenie rovnice pre 7(1)

nas zaujima len pre a < 0, pretoze len vtedy existovali nenulové riesenia pre X(x)

znova ide o rieSenia rovnice pre LHO: 7T(f) = csin \/vz la| t+ ¢’ cos \/v2 la | ¢

ktoré obvykle zapisujeme takto: I(t) =csinw,t+ c'cosw, t
1B S
kde w, =vy/|a| = > Cize w, =Vvk,

ostava uz len posledna vec, ktora este nie je splnena, a to pociatocné podmienky



stojaté viny na tyci resp. strune

maju tvar kmitajucich sinusoviek

poznamka: stojata vina je kazda funkcia /—\/—\/
typu u(x,t) = X(x) 1(r)

sinusovost funkcii X(x) je len sSpecialna
vlastnost rieSeni pre tyc resp. strunu

(uhlova) frekvencia kmitov w, je priamo  _—— A AN N

g ~a ¢ s ¢ ' é

Umerna prirodzenému cCislu n o



ako splnit’ pociatocné podmienky

zatial' sme nasli rieSeniatypu csink, x sinw,t+ ¢’sink, x cosw, ¢
tie spliaju $pecifické pociatoéné podmienky (ktoré ziskame dosadenim t=0)

my vSak potrebujeme splnit vSeobecné pociatocné podmienky dané funkciami
f(x) a g(x) (t.j. vSeobecnymi pociato¢nymi hodnotami vychylky a rychlosti)

na to nami najdené riesenia nepostacuju, ale postacuju na to superpozicie takych
rieSeni (ktoré su podla principu superpozicie tiez rieSeniami vinovej rovnice)



superpozicia rieseni a pocC. podmienky

rieSenim vinovej rovnice je okrem najdenych rieseni typu X(x)7(¢) aj superpozicia

u(x,f) = ) ¢, sink,x sinw,? + c; sink, x cosw, 1

n=1

uloha: vypocditajte pre tuto funkciu prvu parcialnu derivaciu podla casu
(budeme ju potrebovat kvoli pociatoénym podmienkam)

o0 o0

poc. podm. u(x,0) = Z ¢, sink, x = f(x) u(x,0) = Z c,w, sSink, x = g(x)



vel'ké finale

daju sa koeficienty ¢, a ¢, vybrat tak, aby boli splnené pociato¢né podmienky?
odpoved: ano daju, pretoze nejde o nic iné ako o koeficienty Fourierovych radov

Fourierove rady:

0 2 L
— 'sink o itk sink, x d
f(x) Z G i c, 7 [O f(x) X dx

n=1

0 2 L
08 e c.w. SInk x G )= x) sink x dx
=Y o, sink,x oo, LLg() n

n=1



