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vediet’ prilis malo

skoro vsetci vieme (prinajmensom z gangsterskych filmov), ALTRED HITCIICOCK
ze vediet prilis vela m6éze byt pomerne nebezpecné

mnohi sme si vedomi aj toho, ze vediet prilis malo moze
byt rovnako nebezpecné

IJAMES STEWART DORIS DAY

to, ¢o sa da z hydrodynamiky naucit v prvom rocniku fyziky, THE MAN Y0

RAEW 100 MUCH

Vg '_;.; €ad
. ! I -' J,"“

- ; ol >

| -
. L
e : -
; » " <

3 } —

je celkom urcite prilis malo (pretoze je prilis tazka)

takze sa z nej radsSej naucime este menej, nez prilis malo




preco je hydrodynamika t’'azka

pretoze jej zdkladna rovnica je nelinearna diferencialna rovnica, a tie byvaju tazké

tato rovnica je dokonca priam ikonickym prikladom toho, aké az tazké moézu byt
nelinearne parcialne diferencialne rovnice

existuju situacie, kedy vieme tieto rovnice presne vyriesit, ale to rozhodne nie su
typické a bezné situacie

mnohé riesenia tejto rovnice opisuju takzvané turbulentné priadenie, €o je jeden
z najkomplexnejsich a najmenej pochopenych tyzikalnych javov



vystizny a casto citovany vyrok

| am an old man now, and when | die and go to heaven there are two matters on which |
hope for enlightenment. One is quantum electrodynamics, and the other is the turbulent
motion of fluids. And about the former | am rather optimistic. Horace Lamb, 1932



CO sa chceme naucit’

ako vyzera zakladna rovnica hydrodynamiky (a aerodynamiky)
kde sa v nej berie ta nelinearita, ktora z nej robi komplikovanu rovnicu

aké zjednodusenia tejto rovnice sa niekedy pouzivaju,
do akej miery st opravnené, kolko fyziky v sebe obsahuju a kolko jej ignoruju

preco je tazkeé ziskat cit pre to,
nakolko su tieto zjednodusenia spolahlivé a nakolko su ich rieSenia realistické



dva opisy prudenia tekutin

Lagrangeov opis Eulerov opis
opisujeme pohyb jednotlivych kuskov opisujeme, ako sa rozne fyz. veli¢iny
(napriklad rychlost) menia s casom
kusky dostanu “rodné cislo” dané ich v danom mieste

pociato¢nym polohovym vektorom 7,
rychlost tekutiny v mieste ¥ av éase ¢

polohovy vektor kuska s rod. &islom 7, opisuje funkcia V' (7, 1)
v ¢ase t oznacujeme vektorom 7(7, 1)
jeho rychlost vektorom V'(7,, 1) toto je o dost prehladnejsi opis




pohybova rovnica v 1D

Lagrangeov opis Eulerov opis
hmotnost kuska krat jeho zrychlenie Newtonov zakon sily ma rovnaky
rovna sa sile posobiacej na ten kusok tvar, ale zrychlenie sa pocita inak
(kedZe rychlost je teraz funkciou
d v(x, 1) olohového vektora aj Casu
pdV Sl S0 P J )
dt
na prvy pohlad by sa mohlo zdat, ze
zrychlenie je obycajna derivacia podl|a zrychlenie je parcidlnou derivaciou
Casu, lebo v je funkcia len ¢asu (ktora podla ¢asu, ale to je chybny pohlad

zavisi aj od parametra “rodné cislo”) (ako hned uvidime)



zrychlenie tekutiny v Eulerovom opise

rychlost v mieste x v Case ¢, Cize v(x, ) , je rychlostou toho kuska tekutiny, ktory sa
v Case t nachadza prave v mieste x

v Case t + dt sa tento kisok nachadza v mieste x + v(x,7).dr + ..., kde tri bodky

su za cCleny vyssieho radu malosti (pre dt iduce k nule idu k nule rychlejsie ako dfr)
ov(x, t) ov(x, 1)

a marychlost v(x +v(x,1).dt+ ...,t + dt) = v(x, 1)+ = v(x, t).dt+ = dr + ...
3 : o ovix+v(x,t).dt+ ...t +dt) —vix, 1) ov(x, 1) ov(x, 1)
zrychlenie:  lim = v(x,t) +
dt—0 dt ox ot

P : ] : L GirEeA BT 3 0
2 S 5
neocakavany (ale prirodzeny) a zaroven nelinearny clen je prave v(x, 1) axv(x 1)



dva typy sil v mechanike tekutin

pohybova rovnica v Eulerovom opise (f = F/dV je hustota sily)

L ( ov(x, 1) e ov(x, t)) L

ot ox

v mechanike tekutin (t.j. kvapalin a plynov) posobia (tak ako v pripade pruznych
telies) dva typy sil: jednak tzv. objemové sily (napriklad gravitacna alebo elmag)
a jednak tzv. plosné sily, ktorymi na seba posobia susediace Casti latky

Eulerov opis je vyhodny najma pre zapis tych plosnych sil (tlaku a viskozity)



plosné sily

tlak viskozita

sila posobiaca kolmo na danu plochu sila, ktorou na seba p6sobia dve
susediace oblasti pohybujlce sa

hydrodynamicka’ rovnica, ktora berie réznymi ryChlggt'ami

do uvahy len tuto silu (a nie viskozitu),

sa vola Eulerova rovnica hydrodynamicka rovnica, ktora berie
do uvahy tlak aj viskozitu, sa vola

Eulerova rovnica sa da odvodit aj v 1D Navier-Stokesova rovnica

ale skutocny prakticky vyznam ma az

jej 3D verzia v 1D nema prakticky zmysel, az v 3D



tlak

tekutina uzavretad v nadobe p6sobi na steny tejto nddoby urcitym tlakom,
ktory zavisi od dalSich fyzikalnych velicin, ako hustota, teplota a podobne
(tuto zavislost vyjadruje takzvana stavova rovnica danej tekutiny)

Pascalov zakon: tlak v danom mieste posobi vo vsetkych smeroch rovnako (keby
to tak nebolo, “nekonecne malé” kusky tekutiny by ziskali “nekonecné zrychlenia”)

dosledok: hydrostaticky tlak p g i (rozdiel tlakov musi vykompenzovat tiaz)

dosledok: Archimedov zakon (pre kvader sa nahliadne okamzite, vo vseobecnosti
treba pocitat integral z tlakovej sily cez cely povrch telesa - namet na cvicenie)



Eulerova rovnica v 1D

4 / /
P D) | JpGa+dr )
X X+ dx
sila zlava S p(x) sila zprava —$ p(x + dx)
0 F 0
F=—-5Sx+dx,t)+Spx,t) = —Sdx—p(x, 1) f=—=——p(x,1)
ox dV ox

W (av(x,z) = t)av_(x,t)) -
Bk R SR O TR




Eulerova rovnica v &D

x A >, — Rt i i i i — >
pre zrychlenie dostaneme: a(r,1) = (ar_l_vx vk o ay+VZ 6z) v (r,t)

casto pouzivany zapis: a(r,t) = (%4_7. V) V(7 1)
symbol V (hovori sa mu nabla) predstavuje formalny vektor so zlozkami (aix’a_&y’a%)

ak vezmeme do uvahy tlaky vo vsetkych smeroch a pridame aj gravita¢nu silu:

0 AT o S R R W | 135
(2+7(F0.V) VE D) = T-——=Vp(F,1

(7,1




d’alsie rovnice

v Eulerovej rovnici vystupuje pat neznamych funkcii

tri zlozky rychlosti V'(7, 1), hustota p(7, 1) a tlak p(7, 1)
samotna Eulerova rovnica vsak predstavuje len tri rovnice (jednu, ale vektorovu)
aby sa dalo urcit pat funkcii, treba este dve rovnice

tie sa spravidla ziskaju zo zakona zachovania hmotnosti (plati v nerelativistickej
fyzike) a zo stavovej rovnice prislusnej tekutiny (bude o nej re¢ v prednaskach
o termodynamike) - nebudeme to tu robit, nechame to (ako mnoho inych veci)
az na prednasku z Teoretickej mechaniky



poznamka o idealnej kvapaline

Eulerova rovnica je rovnicou hydrodynamiky resp. aerodynamiky s uvazenim
tlakov, ale bez uvazenia viskozity (vnutorného trenia)

tekutine (vacsinou kvapaline) so zanedbatelnou viskozitou sa hovori idealna

ovela vystiznejsi ako idealna kvapalina je von Neumannov nazov sucha voda
vyrazne propagovany Feynmanom

nazov sucha voda upozornuje na to, ze ide o casto znacne nerealistické priblizenie
(vznesSeny nazov idealna kvapalina tento fakt pomerne ucinne skryva a maskuje)



poznamka o Bernoulliho rovnici

Bernoulliho rovnica je jednym zaujimavym dosledkom Eulerovej rovnice (a preto
sa tyka, rovnako ako Eulerova rovnica, len nerealistickej suchej vody)



viskozita
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ak sa susediace kusky tekutiny pohybuju roznymi rychlostami, posobia na seba silou

ak su rozdiely rychlosti malé, je rozumné predpokladat, ze ta sila je umerna rozdielu

Y 4 AVAL IV 4

rychlosti, ¢ize v priklade na obrazku derivacii ov._(7, 1)/ ox

poznamka: tekutiny so silou Umernou tejto derivacii volame Newtonovské tekutiny



Navier-Stokesova rovnica,

Eulerova rovnica s pridanou viskozitou
celkova viskdzna sila je Umerna rozdielu derivacii, ¢o vedie na druhu derivaciu

pre nestlacitelnu tekutinu po nejakej gymnastike (bude v Teoretickej mechanike)

(%w’(i f) . V) V(7D = ?’—% Vp(7r, 1) +n AV (7, 1)

2 % %
kde novy trojuholnik A sa vola laplacian a je definovany takto: A = ;— + a_ + %
0y? %

toto je Navier-Stokesova rovnica pre nestlacitelnu tekutinu



dolezitost’ Navier-Stokesovej rovnice

opisuje hydrodynamiku vsemoznych teceni a obtekani

opisuje aerodynamiku (verzia pre stlacitelnu tekutinu) aut, lietadiel, ...
opisuje pocasie (spolu s dalsimi rovnicami)

aka skoda, ze z matematického hladiska ma tolko neprijemnych vlastnosti

nevieme ani len dokazat, ze ma (alebo ze nema) rozumné riesenia a ze tieto
rieSenia su (alebo nie su) jednoznacné



jeden zo 7 miléniovych problémov

00 v\ /s

sedem najvacsich vyziev
pre matematiku 21. stor.

podla vzoru Hilbertovych
problémov pre 20. stor.

za vyrieSenie kazdého

z tychto 7 problémov je
vypisana odmena milién
dolarov (vyrieseny je jeden)

Millennium Problems

Yang-Mills and Mass Gap

Experiment and computer simulations suggest the existence of a "mass gap" in the solution to the quantum versions of the Yang-Mills equations.
But no proof of this property is known.

Riemann Hypothesis

The prime number theorem determines the average distribution of the primes. The Riemann hypothesis tells us about the deviation from the

average. Formulated in Riemann's 1859 paper, it asserts that all the 'non-obvious' zeros of the zeta function are complex numbers with real part
1/2.

P vs NP Problem

If it is easy to check that a solution to a problem is correct, is it also easy to solve the problem? This is the essence of the P vs NP question. Typical
of the NP problems is that of the Hamiltonian Path Problem: given N cities to visit, how can one do this without visiting a city twice? If you give
me a solution, | can easily check that it is correct. But | cannot so easily find a solution.

Navier-Stokes Equation

This is the equation which governs the flow of fluids such as water and air. However, there is no proof for the most basic questions one can ask: do
solutions exist, and are they unique? Why ask for a proof? Because a proof gives not only certitude, but also understanding.



