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Najdolezitejsia tyzikalna velicina
rychlost ako dervdcia
mechanika 6




,,Ast nemd velky zmysel priet’ sa o to, ktord fyzikdlna velicina je naydoleite)sia.
fednak preto, lebo zdkladné veliciny sit vlastne vsetky rovnako dolezité,
a jednak preto, lebo naydoleziteysia je celkom zyavne rychlost.

—TJeden vydych korna




matematicky opis pohybu

= Poloha 7 ako funkcia spojite sa meniaceho casu ¢, ¢ize funkcia 7(r)

= Uvazovanie takejto tfunkcie vobec nie je trivialnou myshenkou.
V skutocnosti je to pozoruhodna 1dea, ktora nas (okrem in¢ho)
zbavuje Zenonovych paradoxov.

<= Pre jednoduchost budeme zo zaciatku uvazovat len jeden rozmer,
c1ze pohyb bude opisovat obycajna (nie vektorova) tunkcia x(¢)
(k trom rozmerom a vektorom sa vratime na konci tejto casti)
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Achileus a korytnacka

= Najznamejsi Zenonov paradox: <= Funkcia x(t) odpoveda:
Rychlonohy Achileus preteka s korytnackou, Ak sa cas meni spojito, potom kazdy nenulovy
ktora je stokrat pomalSia. Na zaciatku nech ma ¢asovy interval v sebe obsahuje nekonecne vela
korytnacka stometr()V}'f naskok. Ked Achileus okamihov (takto budeme nazyvat ¢asovy bod).
prebehne 100 metrov, je korytnacka uz na 101 To, ze Zenodn vtipne vymenoval nekonecne vela
metroch. Ked Achileus prebehne 101 metrov, okamihov z nejakeho casoveho intervalu vobec
korytnacka je na 101,01 m. Atd, cize Achileus neznamena, e ten interval ma nekoneénu dlzku.
korytnacku nikdy nedobehne. Preto je pouzitie slova “nikdy” zjavne nepatricne.
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dichotomia a Sip

Iny Zenonov paradox:

Atalanta, najrychlejsia z Iudi, nemoéze vlastne
prebehnut nijaka vzdialenost, lebo na to, aby
ju prebehla, musi najprv prebehnut polovicu,

ale na to musi najprv prebehnut polovicu
polovice, ale na to musi najprv prebehnut
polovicu z polovice polovice, a tak dale;.
Cize pohyb nemo6ze ani len zacat.

——

Este jeden:

Letiac1 sip je v lubovolnom okamihu na
nejakom mieste. Ale byt na danom mieste
znamena stat na tom mieste. Cize letiaci §ip v
kazdom okamihu stoji.
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Funkcaia x(t) odpoveda:

To je to 1ste, ako Achileus a korytnacka,
akurat z druhej strany (teraz sa pozerame
na zaclatok pohybu). Znovu je paradox v
tom, ze v konecnom intervale (priestoru aj
casu) vymenujeme nekonecne vela bodow.
Ale samotné poymy spojitého priestoru a
casu predpokladaja, ze konecné intervaly
obsahujui nekonecne vela bodow.

Funkcaia x(t) odpoveda:

Toto je nova myslienka. Predpoklada, ze
ak okamih netrva nijaky cas, potom nie je
mozna rychlost vdanom okamihu. Ale
ako uvidime v dalsom, nie je to pravda.
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priemerna rychlost

= bezproblémova velicina tykajaca sa nejakého casového intervalu At

0’0

- priemerna rychlost je draha prejdena za nejaky cas, lomeno ten cas

<= draha je poloha na konci minus poloha na zaciatku

x(t + Ar) — x(¢)
At

e

<= x nemusl byt len poloha nejakého telesa, moze to byt lubovolna velicina
(v 1e vtedy rychlost zmeny tej veliciny, napriklad hustoty, naboja, teploty)
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uloha (dolezita)

loto je grat zavislosti polohy od casu x(t). Nakreslite graf zavislost1 rychlosti od casu.
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20

rychlost [m/s]

spravny vysledok
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Toto je prislusny grat zavislosti rychlosti od casu v(t). Ak to mate zle, nieco dolezité nechapete.

cas [s]
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16

18

20




otazka (zasadna)

/

priemerna rychlost je definovana pre nejaky casovy interval

\/
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v grafe zavislosti rychlosti od casu nijaky casovy interval nevystupuje

/
X4

aky iterval sme tam mali na mysh?

/

v nasom grafe to vyzera tak, ako keby bola rychlost definovana
pre kazdy cas t, nielen pre interval od ¢ po t + At

< Co presne mame na mysli, ked hovorime o rychlosti v case ¢ ?




okamzita rychlost

= netrivialna velicina, ktora vyzbrojila tyziku novou, velmai silnou matematikou

<= je rozumne definovana vtedy, ak sa priemerna rychlost s klesajiicou dlzkou
casoveho mtervalu prilis nemeni, presnejsie povedané ak pre Ariduce k nule
priemerna rychlost smeruje k nejakej konkrétnej hodnote

< ta konkrétnu hodnotu nazyvame limitou a okamzita rychlost definujeme ako

e A
e A
Ar—0 At

= ak poznate pojem derivacia tfunkcie, mali by ste v tom spoznat derivaciu
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okamzité zrychlenie

<= rychlost zmeny je analogickym sposobom definovana pre vsetky s casom
sa meniace veliciny (ak sa meni s casom teplota, je rychlost zmeny teploty

dana derivaciou tunkcie '1'(t) podla casu, a podobne)

<= meniacou sa velicinou moze byt aj rychlost

o

- rychlost zmeny rychlosti nazyvame zrychlenim

o

- okamzite zrychlenie teda definujeme ako

t+ At) — v(t
= =
Ar—( At




niekolko poznamok

dx(t)
dt

<= okamzitu rychlost (derivaciu podla ¢asu) oznacujeme symbolom

dv(r)y  d*x(r)
dt-- ==

* okamazité zrychlenie (druha derivacia podla casu): a(r) =

<= derivacia sa zvykne oznacovat c¢iarkou, ale derivacia podla casu bodkou
(Clarka oznacuje derivacie podla inych veci): v(¥) = x(¢) , a(t) = v(t) = X(t)

< v matematike sa hmity a derivacie definuji pomocou tzv. epsilon-delta
techniky, ktora rozhodne nie je jadrom cele] myshenky, ale len nastrojom
na jej pevne uchopenie (my tato techniku nebudeme pouzivat)




= zakladom metody “cely pohyb naraz”
je znalost zavislosti okamzitej rychlosti
od casu pre niekolko zakladnych pohybov

< nasou prvou ulohou teda bude zistit, ako sa
meni udaj tachometra, ak sa poloha meni
| zadanym sposobom (napriklad mocninovym)

= tvrdenia budeme dokazovat tak, aby bola
. jasna myslienka (technické epsilon-delta
detaily nechame na prednasku z matematiky)
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aka je rychlost, ak je pohyb x(r) =¢"?

e obsahuje (A
At—0 At a vyssie mocniny

—

t+ A =+ AN+ ADE+A)=1"+n " 1At + -

PRt AL e — T :
X(1) = lim = lim(n '+ -)=nt!
At—0 At At—0

robsahAuje At

a vyssie mocniny

A
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ake je zrychlenie, ak je pohyb x(¢) =¢"?

() =n !
o (cx(®) = ci()
(1) = v(t) = <(n ")

=n(n—1) "2

toto sme ukazali pred chvilou

toto ukazte teraz (priamo z definicie derivacie)

toto nam umoznuje urcit v niektorych pripadoch
zo zadaného zrychlenia cely pohyb naraz

to sme doteraz vedeli pre pohyb s nulovym zrychlenim
a pre pohyb s rovnomernym zrychlenim,
teraz to vieme pre ovela sirsiu triedu zrychleni

B - — - —— .——— . rn —~— L e—




zakladna tloha mechaniky

<= v mechanike vacsinou nehladame zrychlenie pre zadany pohyb,
ale pohyb pre zadané¢ zrychlenie (ktoré¢ je zadané cez zakon sily)

= ak je zrychlenie zadané ako konkrétna tunkcia casu, potom rychlost je
odpovedou na otazku: aka funkcia casu ma prave tato derivaciu?

= odpovedat na tuto otazku je vo vseobecnosti tazka uloha, ale je to lahké
v pripade, ze narazime na funkciu, ktora sme uz streth ako derivaciu
(nejakej ey funkcie)

= terminologicka poznamka: funkcia, ktorej derivaciou je zadana tunkcia f(?)
sa nazyva (neurcitym) integralom tunkcie f(?)
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aky je pohyb, ak je zrychlenie nulove?

o

-akaje v(¢r) akje a(®) =v(@)=07?

<+ konstantna: v(t) =c

o

- ak je pociatocna rychlost v, tak ¢ = v,

o

- aky je pohyb, ak v(r) = x(r) = v, ?

o

- linearny: x(t) = vy.t+ ¢’

o

- ak je pociatocna poloha x, tak ¢’ = x,

x(t) = vy .t + X

odpoved uz pozname:

prvy zakon

Kaide telesoc zobrvava v stave Fokoja
alebo rowmomerného pohybu po rownej éiare,
Fokn‘.a[ nie je Pri.vx&&zv\é tento stov zmenilt’
silami Pﬁsobiacimi. wna kolto keleso,

o Hhed’ na zaclaklu razanbnwa rozlaéka s Aristobelom.

o Zovieobecnenie Gralileovho zalkona zobrvaénoski
(itorg sa bgkal len pohybu vo vodoroviom smere)

teraz sme ju ziskali inym sposobom




aky je pohyb, ak je zrychlenie konstantné?

o

-akaje v(¢) akje a(®)=v()=a?

o

- linearna: v(t) =a.t+c

o

- ak je pociatocna rychlost v, tak ¢ = v,

o

- aky je pohyb, ak v(#) = x(f) = a.t+ v, ?
0&%— _l 2 /
= o (1) = ~a.1"+Vvy.t+c

= ak je pociatocna poloha x, tak ¢’ = x

x(1) = %atz + vt + X

odpoved uz pozname:

druha huypotéza
(starst gP

alileo)

o rychlost’ je dmerna uplynutému Casu v = ait
o prejdena draha = priemerna rgchlost’ . Cas

S Prtemern& rgckl.osl:' = priemer Poéia&oéuej a kohetwnej
= 1/2 (0 + a.b)

teraz sme ju ziskali inym sposobom
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aky je pohyb, ak je zrychlenie a(¢) = b . #?

o

- aka je v(f) akje a(f) = v(t) = bt ? x(1) = %bﬁ + vyt + X

<+ kvadraticka: v(r) = %btz + C

o

- ak je pociatocna rychlost v, tak ¢ = v, odpoved sme doteraz nepoznali

INIE W

= ak je pociatocna poloha x,, tak ¢’ = x, teraz sme ju ziskal prvy raz

= aky je pohyb, ak v(¢) = x(¢¥) = %bt2 + v

.uﬁ_ 2 _L 3 /
= e e o e 2.3191‘ + Vot + ¢
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aky je pohyb, ak je zrychlenie a(t) = b . ¢"?

1
n+1)(n+2)

<= pohyb teda vieme vypocitat pre (nekonecne) vela r6znych zrychleni,
a to nmielen krok za krokom, ale cely pohyb naraz

o

- ukazte sami, ze X(7) =

+2
bt" "= + vyt + X

< v skutocnosti vieme uz teraz ovela viac, ako s1 hned ukazeme

= budeme k tomu potrebovat nasledovné tvrdenie: derivacia suctu je

— e, ., dx@) + (e d dy(t :
sucet derivacii e + e . Doka
dt dt dt

7te, Ze je to naozaj tak.
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aky je pohyb, ak je zrychlenie hocyjaké?

<= myslime tym hocyjakt funkciu casu a(?)  (k zrychleniam zavisiacim nielen
od casu, ale napriklad aj od polohy alebo od rychlosti sa dostaneme neskor)

= za¢nime s takymto zrychlenim: a(f) = ¢y + ¢;t + c,t* + 31> + ¢4t* + -

0‘0

- aky je pohyb x(?) vieme z toho, ¢o sme sa prave naucili, lahko vypocitat
< urobte to, t.]. vypocitajte prislusné v(?) a x(7)

< spravny vysledok: x(7) = x, + vyt +—cot +55 clt3+ czt = C3t5+ C4t6 s




bomba na zaver

<= kazda slusna tunkcia /(%) sa da zapisat v tvare, akym sme pred chvilou
zacall, t.]. v tvare f(f) = cy+ ¢t + czt2 + c3t3 + c4t4 4+ oee

<= hovori sa tomu Taylorov (mocninny) rad

%

= cela budiica prednaska bude o tom, ako zapisat funkciu v takomto tvare
t.]. ako najst pre zadanu tunkciu koeficienty ¢, ¢, ¢, 3, ¢4y =+* )

<= pre nas je v tomto momente doélezité (bombové), ze ak budeme vediet
slusnti funkciu zapisat v tvare Taylorovho radu, tak ju budeme vediet
derivovat aj integrovat (lebo ten rad derivovat a integrovat vieme)




