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Mimoriadne uzitocny nastroj
Laylorov rad, cize kladwo matematikovo
mechanika /




uzitocna presmycka

v teyto castt sa dozvieme, ako jednoduchym prepisanim
definicie okamzite) rychlosty (derwdcie) dostaneme do rik
prekvapwyiico ticinny ndstro), pomocou ktorého rychlo a
lahko dokdZeme niekolko velmi uZitocnych tordeni
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uzitocny prepis definicie derivacie

<= nech je nejaké teleso v case t v mieste x(¢) a pohybuje sa rychlostou v(¢)
(nepozname celé funkcie, len 1ich hodnoty v jednom konkrétnom case )
kde bude teleso o kratky cas Az ?

= 7 definicie okamzite] rychlosti okamzite dostaneme (toto je ta preSmycka)
x(t+ At) = x(t) +v(r) . At + ---
kde tie tr1 bodky st za cleny, ktoré pre At klesajace k nule klesaji k nule
este rychlejsie ako to Ar (bodky sme zdedili z hmaty, ktora je pritomna
v slovach o “este rychlejsom poklese” — premyslite s1, ze je to naozaj tak)

= tento trivialny prepis sa ukaze byt prekvapujico silnou zbranou
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prvy priklad uzitocnosti
nasa stara dobra metoda “‘krok za krokom”

= je zalozena na predpoklade, Ze na tie tr1 bodky mozeme pr1 dostatocne
malom kroku Afr pokojne zabudnut, a teda pisat x(r + Ar) = x(¢) + v(r) . At

= v nase] metode “krok za krokom”™ v mechanike sme to doplnili rovnakou
uvahou pre rychlost a zrychlenie, co nam dalo v(z + Ar) = v(¢) + a(?) . At

= pr1 akom At s1 uz mézeme dovolit uplne zabudnuat na tr1 bodky?
pri ziadnom, ale ¢im mensie Az, tym mensie tr1 bodky a teda mensia chyba
a presnejsi vysledok (presny vysledok dostaneme v limite At — 0)
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druhy priklad uzitocnosti
suvis urciteho a neurciteho integralu

= urcity mtegral (od £, do ?) z rychlost1 v(?) je definovany ako limita nasej metody
“krok za krokom™ pre dlzku kroku idacu k nule (Az — 0).

[
oznacenie: [ dt’' v(t')  (dt hovori podla coho integrujeme, v(t') Co integrujeme)

o
<= neurcity integral z rychlosti v(¢) je definovany ako opak derivacie, ¢ize ako taka
funkcia, ktorej rychlostou (derivaciou podla c¢asu) je prave v(¢)
oznacenie: |dt v(t)

* jedno aj druhé je x(7), C1ze 'j (Newton-Leibnizova veta)
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treti priklad uzitocnosti
rychlost zmeny sucinu (derivacia sucinu)

t+ An)y(t + At) — x(1)y(t A
o 4 w0 = lim x( ) ) —x()y®) Ay
d At—0 At

| = teraz: x(t+ Af). y(t + Ar) = y
= (x(t) + x(H) At + ). (v(®) + y(O) At + ---)
— (1) . y(®) + x(£) . () At + 5(2) . YO AL + ---

X Ax

x = x(1) Ax = x(1)At
y=y( Ay =3()A?

Leitbnizovo pravidlo
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Stvrty priklad uzitocnosti
rychlost (derivacia) zlozenej tunkcie

/
A4

zlozena funkcia: funkcia premenne; y, ktora je funkciou premenne ¢

A7) —
4 £(0) = lim f(y@+An) —f(y®)

At—0 At

= teraz: f(y(t + Ar) = f(y(@® + y() . At + )
=f(y®) +f (y©®) . GOAL+ ) + -

(Clarka = derivacia podla y

bodka = derivacia podla t )




od troch bodiek

k Taylorovmu radu
v teyto castr st povieme, ako sa dd spresriovanim

priblizného vztahu ziskaného presmyskou
ziskat presny vztah, ktory bude este uZitocnest




co skryvaju tr1 bodky

/
0’0

vo vsetkych prikladoch uzitocnosti vztahu x(r + Ar) = x(¢) + v(¢) . At + -
sme tr1 bodky v imite At — 0 zanedbali (lebo boli zanedbatelné)

= dalstu mimoriadne uzitocnu vec dostaneme, ked Ar neposleme do nuly
a pokusime sa zistit, co sa skryva v troch bodkach

/
\ X4

zistime to tak, ze opakovane pouzijeme nas vztah s tromi bodkamiu,
v ktorom tr1 bodky zanedbame (ked budu zanedbatelné)

e VV/

to, co dostaneme, povazoval Newton za svoj najvacsi matematicky objav
(] ked sa to vola podla Newtonho mladsieho kolegu Brooka 'laylora)

V/
\ X4
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co skryvaju tr1 bodky — zaciatok
= zacnime s tym, ze pre nejaké teleso pozname v Case t (a len v tomto case)

polohu x(¢), rychlost v(¢) aj zrychlenie a(¢). Kde bude teleso v case  + At ?

< aklt bude mat v case ¢t + At rychlost, to uz vieme (kedze rychlost sa ma k
zrychleniu rovnako ako poloha k rychlosti) v(r + Ar) = v(¢) + a(?) . At + ---

<= aklt bude mat v case ¢t + At polohu, to vieme tiez (kedze az na tr1 bodky
sa rychlost meni ako pri rovnomerne zrychlenom pohybe, aj poloha sa
bude menit ako pri rovnomerne zrychlenom pohybe)

x(t+ Af) = x(f) + (1) . At +=a(t) . (A1) + -

<= poznamka: x(7), v(¢) a a(?) su konstanty (hodnoty v konkrétnom case 1)
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drobna zmena oznacenia

<= v dalsom bude uzitocné zmenit oznacenie nasledovnym spésobom: cas
budeme merat od momentu ¢ (to znamena, ze nas pociatocny cas bude 0)
a namiesto At mozeme pisat ¢ (lebo toto pismeno sa nam prave uvolnilo)

o

- prechod medzi povodnym a novym oznacenim: ¢t < 0 At &t

o

- v novom oznacenl mame zadané x(0), v(0), a(0) a hladame x(7)

/
X4

cely postup bude teraz zalozeny na tom, Ze pozname okamzita rychlost

S s ey = g £5
derivaciu) pre mocninovu funkeru: —¢" = n. 1" ! (pozri minult prednasku)
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stary vysledok v novom oznaceni

o

- mozeme len trivalne prepisat, ale mozeme aj znova a trochu inak odvodit

o

- ak by sme nahodou nepoznali vztahy pre rovnomerne zrychleny pohyb,
mohli by sme postupovat nasledovne:

<= zrychlenie je ¥(¢) = a(t) = a(0) + -
tieto tr1 bodky su za pripadné zmeny zrychlenia, ktoré nepozname)

= rychlost je () = v(0) + a(0) . 1 + --- (pretoze 1" = n. ")

= apolohaje x(f) = x(0)+v(0).t + %a(()) 17+ -+ (pretoze %tn o

,-- - o — - —— —— —— ——— - — L —
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co skryvaju tr1 bodky — pokracovanie

= pokracujme teraz dalej s tym, ze pre nejaké teleso pozname v case 0
(a len v tomto case) polohu x(0), rychlost v(0), zrychlenie a(0) a eSte aj rychlost
zmeny zrychlenia b(0). Kde bude teleso v case ¢ ?

\/

rychlost zmeny zrychlema je %'(¢) = b(r) = b(0) + ---

= zrychlenie je X(z) = a(0) + b(0) .t + --- (%tn = tn_l)
= rychlost je  x(7) = v(0) +a(0).r + %b(O) e (%tn = tn_l)

\/
0.0

a poloha je x(r) = x(0) + v(0).1 + —a(0).7> + == b(0). £ + -- (it” = n.zn—l)

o — - —— —— —— ——— - — L —




kde sa zobrala ta trojka v menovateli?

<= malo by to byt jasné, ale pre 1stotu s1 to povedzme uplne po lopate

= v d = =3 / V . ) 8 :
= z toho, ze —1" = nt""" vyplyva, ze funkcia —1" + ¢ je tou funkciou,

ktorej derivacia je ! (zapisané pomocou integralu: Jdt e C)
n
2 2 3 234

= Lize Jdt t=-r+c J'dt = Jdt St = oott 4

* vO vseobecnosti: Jdt ;t”_l = Lt” + C
1.2.c«-.(n—=1) n!
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co skryvaju tr1 bodky — tloha

<= nech pre nejake teleso pozname v case 0 (a len v tomto case)
x(0), x(0), X(0), x'(0), '¥'(0). Kde bude teleso v case ¢ ?

< spravna odpoved:
x(1) = x(0) + %(0) .t + %x«)) 2+ % ¥(0). 13 +

2.3.4

—5°(0) . 4 + -

= ako by vyzeral pohyb v pripade, ze by sme v case 0 poznali polohu a

dalsich 256 derivacii?

< spravna odpoved:

() = x(0) + £(0) .1 + 2

2=

P C o e () A=
1<+ +n!x (0).t" + +256!

1 X(256)(O) : t256 B

pricom n!=1.23.---.n (¢ita sa n-faktorial) a x"(f) znamena n-ti derivaciu

P~ - o — - —— ——
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co skryvaju tr1 bodky — dokoncenie

<= nech pre nejaké teleso pozname v case 0 (a len v tomto case) vsetky derivacie
Kde bude teleso v case ¢ ?

= z predchadzajaceho by malo byt jasné, ze spravna odpoved ma tvar

x(l)(O) x@)(())

(3)
) x(0)
1! s 2! g 3!

x(1) = x(0) + £+ -

kde tr1 bodky uz nestoja za nejaké nespecifikované zanedbatelné cleny;
x(”)(O)

= " az donekonecna

ale znamenaja opakovanie rovnakej Struktary +

< tento sucet sa vola laylorov rad a je to velmi uzitocny matematicky nastroj T

,-- - o — - —— —— —— ——— - — L —
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uceny zapis laylorovho radu

= ak definujeme pre nulu symboly xV() =x(®), 0! =1 a =1,
potom mozeme laylorov rad zapisat ako

= ak sa vratime k povodnému oznaceniu (t < 0, At < )
laylorov rad dostane tvar

5 e
x(t+An =Y =8 (A |

e

n=0
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ako pouzival kladivo Newton

= akékolvek rovnice obsahujtace nejake tunkcie (a pripadne aj ich derivacie)
riesil Newton tak, ze vsetky funkcie rozlozil do 1ch laylorovych radov
(neznamu funkciu do radu s neznamymi koeficientamai)

<= potom porovnal koeficienty pri1 jednotlivych mocninach premenne;,
¢cim nasiel nezname koeficienty (laylorovho radu neznamej tunkcie)

= ak bol vysledny rad 'laylorovym radom nejakej znamej funkcie,
tak prave ukazal, Ze ta funkcia je rieSenim rovnice

= ak vysledny rad nebol Taylorovym radom nejakej znamej funkcie,
tak mal riesenie v tvare nekonecného radu
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priklad na zaver

najdime funkciu x(7), ktora splna rovnicu: x(¢) = x(7)
nech x(t) = ¢y + ¢t + c,t* + ¢3t° + -+ (Taylorov rad s neznamymi koeficientmi)
- dosadime do rovnice: ¢; + 2¢,t + 3¢3t* + deyt> + - = g + it + Cot” + 3t + -

- porovnanim koeficientov pri1 jednotlivych mocninach t dostaneme:
Cl — CO 2C2 =1C1 3C3 —_ Cl'z 4C4 — C%
2340

B0 Lo =549 Cr=oale =

2
C1ze x(t)—co(1+t+ + + )

ktora funkcia ma takyto Taylorov rad sa dozvieme na buducej prednaske
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