Uzitocny nastroj v aken
Laylorov rad sinusu, cosinusu a exponenty
mechanika &8
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uzitocnost
laylorovho radu

v lejto casti ndydeme “laylorov rad pre sinus a cosinus

a ukdzeme s1, ako pomocou nich vypocitame sinus a
cosinus bez akychkolvek tropuholnikov (to ocema naymd
pocitace, ktoré si trojuholniky prilas dobre kreslit’ nevedia)
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derivacie sinusu a cosinusu

<= najprv vypocitame okamzité rychlosti pre sinusovy a cosinusovy pohyb
(tie budeme potrebovat nielen teraz, ale este velakrat v tomto kurze)

= k vypoctu rychlosti budeme potrebovat suctove vzorce pre sinus a cosinus
sin(a + b) = sinacosb + cosasin b cos(a + b) = cosacosb —smasinb

= a este budeme potrebovat, ze pre ¢ — 0 sa sinus a cosinus chovaju ako
sinp=¢ +--- cosep=1+-- kde --- obsahuji ¢* alebo vys§ie mocniny
(toto sa nahhiadne z obrazku a z Pytagorove) vety — ta treba na tie tr1 bodky )
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aka je rychlost, ak je pohyb x(¢) = sin¢?

et sin(z + At) — sint Obsihuje (Al‘?z
At—0 At a vyssie mocniny

—

sin(z + At) =sint.cos At + cost.sm At =smnt+ cost. At + ---

: . smt+cost.At+ - —sint ,
x(t) = lim = lmm (cost+ :--) = cost
Ar—0 At Ar—0

robsahAuje At

a vyssie mocniny

- rhmm‘vﬂmd-
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aka je rychlost, ak je pohyb x(#) = cost?

e cos(t + At) — cost obsabuje ( AQZ
At—0 At a vyssie mocniny

—

cos(f+ At) = cost.cosAt—smt.sin At =cost—sint. At + ---

, . cost—sint.At+ --- —Ccost , , :
x(1) = Iim = Iim (—sm¢t+ ) = —sint
Ar—0 At Ar—0

robsahAuje At

a vyssie mocniny

- rhmm‘vﬂmd-
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vsetky derivacie sinusu a cosinusu

< 7 toho, ze sinus a cosinus su s1 navzajom derivaciami (az na znamienko)
vyplyva, ze pozname vsetky 1ch derivacie

= prveé Styrl derivacie tunkcie sint sa cost, —sint, —cost, sint
a potom sa to opakuje (pre t=0 sa hodnoty derivacii postupne 1, 0, -1, 0)

< prve Styr1 derivacie funkcie cost sa —sint, —cost, sint, cost
a potom sa to opakuje (pre t=0 s hodnoty derivacii postupne 0, -1, 0, 1)

o

- ak pozname vsetky derivacie, vieme napisat cely 'laylorov rad
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laylorov rad pre sinus a cosinus

<= z najdenych derivacii mame okamzite
I i GG Sl Bl s
SINf =1 3!t+5!t 7!t +
s e PV TR R iy
cost =1 2!t+4!t 6!1‘ +

= presne takto pocitaju sinus a cosinus kalkulacky a pocitace
skasme napriklad sin 2
Sin 2 = 2—%23+%25—%27 Lo
=2 —1.3333--- + 0.2666--- — 0.0254--- + 0.0014--- — 0.00005--- + ---
= 0.9093---
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najkrajsia teorema

v lejto casti pomocou Taylorovych radov dokdZeme vztah,
ktory je vSeobecne povaZovany za naykraisie matematické
tordenie vsetkych clas (pojde ndm hlavne o lustrdaciu sily
Taylorovych radov, ale @) samotné tordenie sa ndm zide)
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.,V roku 1988 usporiadal casopis The Mathematical Intelligencer anketu,
v ktorej citatelia volili najkrajsie matematicke tvrdenie (teoremu) vsetkych
cias. Jasnou jednotkou sa stalo tvrdenie o fascinujucom suvise piatich
cisiel, z ktorych kazde reprezentuje nejaku vyznamnu cast matematiky
a sucasne aj dolezitu etapu v historii tejto vedy. Ide o vztah e + 1 = 0,
ktory matematici povazuju za krasne jednoduchy a jednoducho krasny.

—Dwa hrby tavy
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vysledok by bol lim

n— o0

(

Cislo e

ak st vlozim 1€ na ucet s trokom 100%b0, kolko mam dostat po roku spat?
ak sa urok pocita len raz (na konci roka), potom 2€ (1€ dlh, 1€ arok)

ak by sa arocilo mesacne (ako % zo 100%o), bol by vysledok (1+1—12)12 = 2.613---

ak by sa urocilo dennne (ako 170 100%), bolo by to (1+L)365 =2.714-..

365 365

ak by sa urok pocital kontinualne (Co by bolo pre mna najvyhodnejsie),

n
1+%) a prave to je definicia Eulerovho cisla e
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exponencialna funkcia e’

pokracujme v priklade: kolko by som mal dostat po  rokoch?

ak by sa trocilo vzdy po roku, tak (1 + 1)’

ak by sa trocilo uz po mesiaci, tak (1+%)12f

(premyslite si to)

(mesiacov je 12¢)

n.t
ak by sa arocilo spojito, tak lim (1+%) a prave to je definicia funkcie e’

n— o0

m
da sa to pisat aj v tvare e’ = lim (1+i) (staci polozit m =n.t)
m

n— Qo0

te] definicu sa tu venujeme preto, lebo je to mimoriadne dolezita tunkcia

o —
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dolezita vlastnost exponencialnej funkcie

I

<= aby sme to nahhadli, uvazuyme vklad N € — kolko mam dostat spat?

<= pr1 akomkolvek Giroceni N-nasobok toho, kolko som dostal pr1 vklade 1 €
(vsetky tie percenta urcuju len to, kolkonasobok svojho vkladu dostanem
ak je napr. arok 10%, dostanem pr1 jednom troceni 1.1-nasobok vkladu,
ak je irok 100%0 dostanem pri1 jednom troceni 2-nasobok vkladu, a podobne)

< preskimajme teraz dvomi roznymi sposobmi, kolko mam dostat, ak vlozim 1 €
po t rokoch je z nich N = e’ a po dal§ich ¢ rokoch je z toho N.e" = e'.e"
toto je zaroven vynos z 1 € po ¢ + t' rokoch, ¢ize e
a to je mozné len ak e =e'. e’

N — . — — - — - —— .——— . rn —~— L e—
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aka je rychlost, ak je pohyb x(f) =e'?

oAl _

() = lim obsahuje (Af)?

At—0  Af a vyssie mocniny

—

m
e TR = ol B = ¢! lim <1+%) = (1 + At + --)

nm— Qo0

A+ A+ ) =€
X(1) = lim S = = lim (e’ + ---) = ¢’
Ar—0 At At—0

robsahAuj e At

a vyssle mocniny

. —




laylorov rad pre exponencialnu tunkciu

o

- kedZe prva derivacia exponencialnej funkcie je ona sama, tak aj kazda
dal$ia jej dervacia je ona sama (turt derivujeme exponencialnu funkciu)

= vsetky derivacie funkcie e’ st e’ (aich hodnoty v nule sa A L
= ak pozname vsetky derivacie, vieme napisat cely laylorov rad
e APV AR SPG M e .
LR R R +2!t +3!t +4!t -+

<= poznamka: toto je presne ten laylorov rad, ktory sme dostali ako riesenie
rovnice X(7) = x(f) Newtonovou metodou: ¢ize rieSenim rovnice je x(f) = e’
(na to sme medzitym prish aj inak, ale to neznizuje silu tej metody)




Cislo 2
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druha mocnina kazdého realneho cisla je nezaporna

/
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obcas by sa nam ale hodil cisla so zapornou druhou mocninou
(napriklad v algebre pr1 rieseni rovnic)

/ v/

tak s1 matematici vymysleli jedno takeé cislo a nazvali ho imaginarnym

/
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to ¢islo sa oznacuje symbolom i a jeho definicia je takato: i = — 1

o

- komplexné c¢isla a + bi (kde a, b su realne) vyzeraji ako komplikovany
vymysel, ale casto sa prekvapujuco o dost jednoduchsie ako realne cisla
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funkcie komplexnych cisiel

/

su casto definované prave pomocou laylorovho rozvoja
umocnovat a nasobit komplexné cisla vieme, takze st to dobré definicie)

ZZ 10 i

* napr. exponenciélna funkcia imaginérneho Cisla i(p je definovana ako
e’ =1+ip +— E g — = (ig)>+— = (ip)*+ = L (ip)® +

+ yypolitame mocniny &slai: i=—-1, i’=—i, i*=1, i’=i, ...

= takZe nakoniec dostivame: e’ =1+ ip — ,(pz




Fulerov vztah

<= ako vyzera realna a imaginarna cast V§7razu

e’ =1+ip — '(pz 1l§0+4'§0+ —ip> + -

+ to je jednoduché: €' = (1——(p +4'q0 o, ) +7 (go —%gﬂ3+ 51'(p5 + )

< pozriem lep31e a Co nevidim:
realna cast a imaginarna cast su laylorove rady pre cos¢ a sin@
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Cislo z
obvod kruhu je timerny jeho polomeru, konstanta tmernosti sa vola 2x
(toto je definicia cisla z)

uhol merany v radianoch je dany dlzkou obluka na jednotkove] kruznici

c1ze plny uhol ma hodnotu 2z, priamy uhol hodnotu z, pravy uhol z/2

e’ ==}

miss teoréma — prekvapujiace spojenie matematickej analyzy (e), algebry (i)
a geometrie (7) — elegantne dokazana pomocou laylorovych radov

sinus a cosinus priameho uhla sa 0 a -1
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par slov na zaver

co z tejto prednasky bude pre nas v tomto kurze najdolezitejsie:

o

- derivacie sinusu, cosinusu a exponencialne] funkcie

o

- Eulerov vztah e = cosg + isin ¢

o

- 'lTaylorov rad vseobecne aj konkrétnych funkcii

vsetko to vyuzijeme uz o chvilu pri1 rieSeni Newtonove] pohybove]
rovnice v roznych situaciach, medzi nimi aj v jednej z najdolezitejsich
situacil v celej tyzike, ktorej sa hovori linearny harmonicky oscilator




