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/.akladny jazyk tyziky

diferencidlne rovnice a ako ich riesit

mechanika 9
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povzdych na avod

Ach, keby vsetky sily zdviseli len od casu, to by bolo sveta it

zakon sily by vyzeral takto: m.x(r) = F(t)

co by sme napisali takto:  m.v(¢) = F(¢) x(t) = v(¢)
a vyriesih takto: V(1) = Jdt %F (1) x(1) = J'dt v(?)

c1ze vsetky odpovede by nam poskytlo dvojnasobné integrovanie

lenze sily zavisia aj od inych veci, nielen do casu
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vseobecna podoba zakona sily

m . X(t) = F (x(1), x(?), 1)

sila mo6ze byt (a aj byva) funkciou polohy, rychlosti aj ¢asu

rovnicl obsahujucej neznamu funkciu a jej derivacie hovorime diferencialna

zakladna aloha mechaniky (zistit ako bude vyzerat pohyb, ak pozname sily)
teda vedie na riesenie roznych diferencialnych rovnic

Co Je vo vseobecnosti ovela tazsia uloha ako integrovanie




smutna pravda o diferencialnych rovniciach

Nepozndme vseobecny recept na ich riesence.

= v zasade su dva typy diterencialnych rovnic:
jedny (tzv. inearne) s ktoryma si vieme dost dobre poradit
druhé¢ (tzv. nelinearne) s ktorymi s1 vacsinou nevieme poradit

<= v mechanike sa stretavame s obidvomi typmi

<= v 1nych oblastiach fyziky tiez s obidvomi typmi,
pricom hnearne diferencialne rovnice sa nastastie vyskytuja pomerne casto




linearne nelinearne

diferencialne rovnice diferencialne rovnice
NewtOnOUd TOZ)nica ﬁ?”e 056ildt07 (meéhdnikd) New[fgngva yovnica 1[)75 /?yvadlo (mgcﬁanika)
Maxuwellove rovnice (elektrodynamika) Navier-Stokesova rovnica (hydrodynamaika)

Schridingerova rovmica (kvantovd mechnika) Lanstemnova rovnica (vseobecnd tedna relativity)
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kedy je diferencialna rovnica linearna

Red obsahwe kaZdu derwdciu len v proe) mocnine (alebo vobec nie).

medz1 derivacie funkcie pocitame aj samotnu funkciu (nulta derivacia)

sucin dvoch derivacii nie je povazovany za prvi mocninu
c1ze linearna rovnica nemoze obsahovat veci ako x(7) . X(7)

funkcie st povazované za vyssie mocniny (laylorov rad)

cize hinearna diferencialna rovnica ma vo vseobecnosti takyto tvar:

ag(Dx(1) + a; (D) + a,(DX(F) + - + a,(Hx"(2) = b(z)

- ——




linearne
diferencialne rovnice

mi(t)+kx(t) =0
mXx(t) + yx(t) + kx(t) = Fysint

A= 1
——y"(x) + smo’x“y(x) = Ey(x)

nelinearne
diferencialne rovnice

mx(t) + kx(t) + Kx>@) =0
mx(t) + «kMmx=(t) =0

ml*@p(t) + mglsin p(f) = 0
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tr1 dolezité tvrdenia

vdaka ktorym budeme vediet vyriesit niektoré vyznamné diferencidlne rovnice

< veta o existenci a jednoznacnosti riesenia
tato veta nam umozni pouzivat uhadnutie ako rigoroznu metodu riesenia
ak rieSenie uhadneme, na zaklade tejto vety vieme, ze viac ich uz neexistuje

< princip superpozicie
plati len pre linearne diferencialne rovnice a prave vdaka nemu sa “lahké™

= Eulerov recept (hadania riesSenia)
plati len pre niektoré linearne diterencialne rovnice, ale tie iplne vyries:




veta o existencil a jednoznacnosti riesenia

RaZdd slusna diferencidlna rovnica spolu s pociatocnymi podmienkami
md prdve jedno riesene, t.). resenie existuje a je jednoznacné

< pociatocnymi podmienkami sa pociatocna poloha a rychlost: xy, v,
(ak je rad rovnice, t. J. stupen najvysse] derivacie, rovny n, potom su poc.
podm. dané hodnotami derivacii od nultej az po n-/ v pociatocnom case)

= klebeta: pod slusnostou diferencialnej rovnice m.X(t) = F (x(t),)'c(t), t)
tu rozumieme spojitost funkcie F a jej prvych parcialnych derivacii
(Co presne e parcialna derivacia v tejto chvili vediet nepotrebujeme)
(klebeta pre diterencialne rovnice inych radov znie uplne analogicky)
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par slov k dokazu

Dokaz nechame na predndsku z matematik)y.

= v metode krok za krokom je existencia aj jednoznacnost uplne jasna.
(v kazdom kroku dostavame riesenie o kasok dalej, a to jednoznacne)

/
0‘0

otazka je, ¢1 to tak ostane aj v imite “nekonec¢ne malé¢ho kroku™

‘

= dokaz sa robi tak, ze sa vezme trochu 1na priblizna metoda (nie krok za
krokom, ale cosi podobneé¢) a o tejto metode sa ukaze, zZe spominanu
limitu v pohode prezije (ak je rovnica slusna).
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princip superpozicie pre linearne dit. rovnice

Toto je to kiizlo, ktoré robi z linedrnych diferencidlnych rovnic relativne zvlddnutelnii vec.

< superpoziciou (alebo tiez linearnou kombinaciou) funkcii x,;(¥) a x,(¢)
nazyvame funkciu c;x,(¢) + c,x,(t) kde ¢; a ¢, sa lubovolné konstanty

<= princip superpozicie: ak st dve tunkcie x;(f) a x,(¢f) rieSeniami linearne;
diterencialnej rovnice ay(1)x(?) + a;(1)x(t) + a,(H)X(t) = b(¢t) s dvomi pravymi
stranami1 b,(f) a b,(t), potom ich superpozicia c;x,(f) + c,x,(f) je rieSenim
tejto rovnice s pravou stranou c¢;b(t) + c,b,(t)

= dokaz: pozriem, vidim (derivacia superpozicie je superpozicia derivacii)
uloha: napriek trivialnosti s1 ten dokaz samostatne poriadne urobte
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linearne rovnice s nulovou pravou stranou

Ak je prava strana nulovd, potom z n nezdvislych reseni dostanem vseobecné riesenze.

= pre rovnicu ay()x(t) + a;(1)x(t) + a,(H)X(t) = 0 je superpozicia rieseni
c1X,(t) + c,x,(f) riesenim tej 1stej rovnice (lebo superpozicia nul je nula)

= konStanty ¢, c, m6zeme urcit z pociatocnych podmienok: x(0) = x,, x(0) = v,

= ¢1x1(0) + c,x%,(0) = x, ¢;%,(0) + ¢,%,(0) = vy su 2 rovnice pre 2 nezname cy, ¢,
(pretoze pr1 znamych funkciach x,(¥) a x,(¢) sa x;(0), --- konkrétne zname cisla)

= ak st funcie x,(¢¥) a x,(¢) nezavisle (t.j. ak jedna nie je nasobkom druhej),
potom dostaneme jednoznacne c;, ¢, a tym padom mame (jediné!) rieSenie
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linearne rovnice s nenulovou pravou stranou

Pre rovnicu s nenulovou pravou stranou ndm stact ndyst navyse uz len jedno jediné riesenze.

+ nech x,(7) je nejakym rieSenim rovnice ay()x(?) + a;(D)x(t) + ay(1)X(t) = b(?)
toto riesenie sa nazyva partikularne (C1astocné)

<= vSeobecnym riesenim rovnice s nenulovou pravou stranou je sucet partiku-
larneho riesenia a vseobecného riesenia rovnice s nulovou pravou stranou
x(1) = x,(1) + c1x1(2) + Ccx5(7)

= konStanty ¢y, ¢, sa znova urcia z pociatocnych podmienok
(@ riesente rovnice s poclatocnymi podmienkami je opat jedinym riesenim)




B R e el et ]

Fulerov recept

pre linedrne diferencidlne rovnice s konstantnymu koeficientamu a nulovou pravou stranou

<= rovnicu dyx(t) + ax(t) + a,X(t) = b(¢) (funkcie a(r) st tu konstantné tunkcie)
nazyvame linearnou diferencialnou rovnicou s konstantnymi koeficientami
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ak je esSte a) b(r) konstantna tunkcia, potom mame rovnicu, ktora sa v case
nemeni (v kazdom case je to presne ta ista rovnica) a prave takéto rovnice
ocakavame pri1 opise systémov, ktoré sa chovaju podla nemenného zakona
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na riesenie takychto rovnic s b(f) = 0 existuje univerzalny recept:

riesenie hladaj v tvare e
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kratke opakovanie

zakladom receptu je toto: Lot = ge!

dt

pripomenme si, ze 1de o derivaciu
zlozene] funkcie typu x(7) = f(y(1))
kde f(y) =¢” a y(t) = ar a ze pre
takl dervaciu plati x(r) = f'(y(¢)) . y(¢)

fo)=e=e  fom) ==

1) =a

x(t) = ae™

<2 a y B3 3
—[(y(2)) = lim
- (y(®) lim

—— e e e

Stvrty pnl\]dd uzitocnosti
rychlost (derivacia) zlozene] tunkcie

= zlozena tunkaa: funkcia premenne) p, ktora je funkciou premenne;j

fy@+ An) — fF(3(®)
At

<+ teraz: f(y(t+ At)) = f(y(®) + ¥ . At + ---))

=F (D) +f (@) . OAL+ ) + -

> ize: % f®) =Ff (@) .3 | (Carka = derivicia podlay

bodka = dcrivacia podla t)

obsahujc (At)
A= At a vyssie mocmny

(@) = lim -

m
el = ot oAl — ot |im (1+%) —i (1+At+ ‘)

m—Q0

e . (1+ At+ ) —¢'

.i(t) — llm — hm (et+ ._.) ot el
Ll At A1—=0 ;
obsahuje Af
( d et t 2. vySSie [OCIy
————— e
dt
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ako funguje Eulerov recept

STy d e
druha derivacia: —ae® = a—e® = a“e®  ( n-ta derivécia:

dt dt

NS

=t n_at
e — A €
e )

= po dosadeni funkcie e* do lin. dif. rovnice s konst. koef. a nulovou pravou
stranou dostaneme ape® + a,ae® + a,a‘e® =

= 0 (rovnica 2. radu ako priklad)

= (Clo T a4, + azaz) e”"=0 = aq+taat+aa’=0

o

- vyriesime (kvadraticka) rovnicu, dostaneme (dve) rieSenma oy, a,

< princip superpozicie nam da vSeobecné riesenie:
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priklad: pomaly pohyb s odporom prostredia
<= pr1 malych rychlostiach je odpor prostredia imerny rychlostt F = — yv
(Co je ¢ ako pr1 “beznych” rychlostiach, kde je imerny kvadratu rychlosti)

preco je to tak, s1 povieme v nasledujtce] prednaske

<= Newtonova pohybova rovnica ma v tomto pripade tvar mx(¢) + yx(t) = 0

o

- je to linearna diterencialna rovnica s konst. koetf. a nulovou pravou stranou,
takze riesenie budeme hladat v tvare x(7) = e*

- dosadime, dostaneme: ma‘e™ + yae® =0 ateda ma*+ya =0

o

° \V ° ® ® % y
= dve riesenia kvadratickej rovnice « (ma + }/) =0: =0 o= st
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dokoncenie prikladu

y
Vv / e 4 - 5 S
= vSeobecne¢ riesenie rovnice s nulovou pravou:  x(f) = ¢; + c,e m
Ve V / : X g s Y Sy / —

<= poclatocné podmienky:  x(0) = ¢, + ¢, = x; X(0) = ——c, = 1y
\Y4 / Vv ® A\ / b : o mVO s = mvo
<= hodnoty konstant (z pocCiatocnych podmienok): ¢, = e T
y

. v / e . . ° Y mvo _mV() ey

<= jednoznacné riesenie rovnice aj s poc. podm: x(1) = xp+ ey i

= odporucana nepovinna domaca uloha: pomocou pythonu alebo nejakého
incho programu nakreslite pre r6zne hodnoty parametrov m,y, x,, v,
oraty zavislosti polohy a rychlosti od casu
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priklad: volny pad s odporom prostredia

<= budeme uvazovat iba zaciatok volné¢ho padu, ked st rychlosti dost malé
na to, aby platilo F = —yv (inak by sme dostali nelinearnu rovnicu)

<= Newtonova pohybova rovnica ma v tomto pripade tvar mi(z) + yx(¢f) = mg

<= linearna diferencialna rovnica s konstantnymi koeficientami a s nenulovou
pravou stranou, riesenie je suctom partikularneho riesenia a vseobecného
rieSenia rovnice s nulovou pravou stranou (to pozname z minulého prikladu)
Y

==
x(1) = x,(t) + ¢, +ce m

o

- skisme uhadnut jedno partikularne riesenie nasej rovnice

P~ - . — — - — - —— .——— . rn —~— L e—




dokoncenie prikladu

<%

= zjavne dobry napad je linearna funkcia x(r) = ¢t pre yc =mg cize x,(t) = e
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Y

Y
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< vseobecné riesenie: x(1) = —t TC T e m
Vv e V / s . e i y
= poclatocné podmienky:  x(0) =c; + ¢, = X, x(0) = 7 e Sl ¢
e mg mg
= hodnoty konstant: Cy = — (——Vo) cy =X~ (__VO)
AT =
mg mg : ==
. \Y / ° Vv . m =
<+ jednoznacné riesenie: x(1) = e Sn e e (7“’0) et

= odporucana nepovinna domaca uloha: to 1sté, co v predchadzajicom priklade
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reklama na zaver

v nasledujicej prednaske preskimame pomocou technik, ktoré sme
sa prave naucili, jeden z uplne najdolezitejsich tyzikalnych systemov:
inearny harmonicky oscilator




