8. Diferencidlne rovnice

llustra¢ny priklad 1: Hl'addme krivku y = y(x), ktord md ta vlastnostt’, Ze normala v kaZdom jej
bode (x9,y0) prechddza danym pevnym bodom (0,0). Rovnica normaély funkcie y(x) v bode (xo,y0)

je

1
Y (x0)
Ak dosadime do rovnice normély stiradnice bodu (x,y) = (0,0), pre 'ubovol'ny bod (x¢,yo) dosta-
neme:

y—yo=— (x—xp) .

1
—Yo = _y/(xO) (—xo)

a po preznaceni a uprave
x
yl = T
y
¢o je tzv. diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi. Rie$nim tejto rovnice je x> +y* = c,
kde cje kladna konstanta. Hladané krivky st teda kruznice so stredom v bode (0,0) a lubovolnym

polomerom.

Tlustraény priklad 2: Cim je teplejsie v miestnosti, do ktorej vojdem, tym rychlejsie sa zohrejem.

T - rozdiel teploty v miestnosti a mojej teploty, ktory sa meni v zavislosti od ¢asu ¢

dT : . . . -
i ako rychlo sa zohrievam, ako rychlo s ¢asom sa meni rozdiel teploty v miestnosti a mojej
teploty
kT - zohrievam sa imerne teplote v miestnosti

dT

— =kT . T'=kT
7 , resp
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Definicia 8.1: Diferencidlna rovnica - matematicka rovnica, v ktorej ako nezndma vystupuje fun-
kcia (jednej, ¢i viacerych premennych) so svojou derivaciou

Definicia 8.2: Klasifikacia diferencidlnych rovnic:

1. podl'a druhu

— obycajna diferencidlna rovnica - rovnica s nezndmou funkciou jednej premennej, napr.
y(x) - y-zavisla premennd, x-nezavisld premennd

2y (x) +2%y(x) =0, (x+1)y"(x)+5y(x) = sinx

- parcidlna diferencidlna rovnica - rovnica s nezndmou funkciou viacerych premen-
nych, napr. z(x,y)
/ " o
2e(%,¥) + 23, (x%,¥) = x +y

2. podla tvaru

— linedrna diferencidlna rovnica - v rovnici nie je sti¢in funkcie a jej derivéacie

Y@ +y) =x,  5"(x)+x'(x)=0
— nelinearna diferencidlna rovnica - v rovnici je stcin funkcie a jej derivacie
2y/(x)y(x) =0, y"(x)y(x) =xy(x)

3. podl'a najvdcsieho radu derivécie

— 1. radu obsahuje derivaciu funkcie najviac 1. rddu

Y@ +y) =x,  2/(x)yx)=0
— 2. radu obsahuje derivaciu funkcie najviac 2. rddu
5 () +x/(x) =0, Y'(x).y(x) =xy(x)

— n-tého rddu obsahuje derivaciu funkcie najviac n-tého radu
V') +' (0 =0, Y)Y (x) = ()

Definicia 8.3:

* rieSenie diferencidlnej rovnice - funkcia y(x), ktord po dosadeni do diferencidlnej rovnice
splna tato rovnicu

* vSeobecné rieSenie - mnozina vSetkych rieSeni diferencidlnej rovnice - obsahuje tol'ko kon-
stant, akého rddu je rovnica

* partikuldrne rieSenie - jedno konkrétne rieSenie diferencidlnej rovnice, ktoré vznikne zo
vSeobecného rieSenia vhodnou vol'bou konstant

* singuldrne rieSenie - je rieSenie, ktoré neobsahuje Ziadnu konstantu a nedé sa ziskat zo
vSeobecného rieSenia

e integrdlna krivka - graf rieSenia diferencidlnej rovnice
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¢ Cauchyho zaciatocné podmienky - podmienky rieSenie rovnice pre hodnotu x = xy - tol'ko
podmienok, kol'ko je rdd diferencialnej rovnice

¥(x0) = yo, pre dané hodnoty xo, yo

y=y(x)

Geometrickd interpretacia Cauchyho zaciato¢nej podmienky:

e pre diferencidlnu rovnicu 1. rddu - hI'adana integradlna krivka prechddza bodom (xo,yo)

y(x0) = yo, ¥ (x0) = y1 pre dané hodnoty xo, yo, y1

tana=y

Geometrickd interpretacia Cauchyho zaciato¢nej podmienky:
e pre diferencidlnu rovnicu 1. rddu - hI'adana integrélna krivka prechddza bodom (xo,yo)

* pre diferencidlnu rovnicu 2. rddu - hl'adana integralna krivka prechddza bodom (xo,yo) a
ma v toto bode doty¢nicu so smernicou y;



ROVNICE NEOBSAHUJUCE NEZNAMU FUNKCIU

Tvar rovnice je
Y(x) = f(x),
kde f(x) je funkcia definovand a spojitd na intervale (a,b).
RieSenie m4 tvar
y@) = [ fldx=F(x)+e,
kde ¢ je 'ubovol'na konstanta a F(x) je primitivna funkcia k f(x).
Priklad 1: N4jdite rieSenia rovnice
Y =3x

so zaciato¢nou podmienkou y(—1) =0.
Vseobecné rieSenie je y(x) = [3x?dx = x* +c. Z Cauchyho podmienky méme y(—1) = (—1)3 +c,
teda 0 = —1+¢, preto ¢ = 1 a partikuldrne rieSenie je y(x) = x> + 1 (2It4 integralna krivka).

ROVNICE SO SEPAROVANYMI A SEPAROVATELNYMI PREMENNYMI
Tvar rovnice so separovanymi premennymi je
fx) +e()y =0,

kde f(x) je funkcia definovand a spojitd na intervale (a,b) a g(y) je funkcia definovand a spojitd na
intervale (c,d).

RieSenie ma tvar
[redx+ [eidy=c, resp. [ et)dy=— [ fxax

kde ¢ je I'ubovol'nd konstanta. Ak je g(y) # 0 na intervale (c,d), potom kazdym bodom mnoziny
(a,b) x (c,d) prechadza prave jedna integralna krivka.



Tvar rovnice so separovatelnymi premennymi je

f1(®)g1(y) + fo(x)g2(y)y =0,

kde fi(x), fa(x) st funkcie definované a spojité na intervale (a,b) a g1(y), g2(y) st funkcie defino-
vané a spojité na intervale (c,d).

Akje f2(x)g1(y) # 0, potom rovica je ekvivalentnd s

filx)  &l) ,
A T a) =

A, [0
it [ ad=c

a rieSenie ma tvar

kde c je 'ubovol'nd konstanta.
Ak je gi(y) = 0 pre nejakt konstantu b, tak konstantnd funkcia y = b je tieZ rieSenim.

Priklad 2: N4jdite rieSenia rovnice
/

242 =0,
y
ktoré prechddza bodom (xg,yg) = (0,—1).
Riesenie hl'addme v tvare [2xdx+ [ %dy = ¢, teda x> +Iny| = c¢. Z Cauchyho zaciato¢nej pod-
mienky mame y(0) = —1, teda 0+ In| — 1| = ¢, preto ¢ = 0 a partikularne rieSenie je x* +1In[y| =0 a

ak uvazujeme y < 0, tak je mozné upravit’ vysledok na tvar y = —e ™ (21t4 integrdlna krivka).




Priklad 3:

N4ajdime vsetky rieSenia diferencialnej rovnice
pii i
Xy =y =y

Tato rovnica je rovnica so separovatelnymi premennymi.

Aby sme to mohli upravit’ na rovnicu so separovanymi premennymi, potrebujeme delit’ s
funkciami f, (x) = xa g;(y) = y%2 — y.

Delenie méZzeme urobit’ len ak x + 0, preto uvazujeme rieSenie na intervaloch (—0, 0) a (0, »0).
Dalej musime rozobrat dva pripady pre g:

1. ak g,(y) = y? — y = 0, tak konstantné funkcia y = 0 a y = 1 st rieSeniami diferencialne;
rovnice

2. ak g,(y) = y? — y # 0, tak mozeme vydelit' rovnicu s tymto vyrazom a rie§ime rovnicu

nasledovne:
J’ dy J’ dx J’ 1 1 dx
y(y—1) % y—=l x

Po vypocte integralov dostaneme
sl i &

4 | =nlx|+C = i [ |x|e2

¥

In

Ak oznadime e“1 = C, , tak
5
y
pre C, > 0, ale ked'ze aj y = 1 je rieSenim (Co by sme dostali, ak by C, = 0), spolu to moézeme
pisat’ ako

1

1

YT 1¥ex
pre C € R, ale samozrejme nezabudneme ani na rieenie y = 0.

LINEARNE DIFERENCIALNE RONVICE PRVEHO RADU

Tvar rovnice je

Y+ fx)y =),
kde f(x) a g(x) st funkcie definované a spojité na intervale (a,b).
Delime ich na

* homogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu, ak g(x) =0

* nehomogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu, ak g(x) # 0.

Rie$enie homogénnej linedrnej diferencialnej rovnice, teda y’ + f(x)y = 0 (nakol'ko je to aj rovnica
so separovatel nymi premennymi) ma tvar

y(x) = ce” I /(X)dx

kde ¢ je 'ubovol'néd konstanta.



Vlastnosti homogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice:

¢ pre danu zaciato¢nt podmienku existuje prave jedno rieSenie

* homogénna linedrna diferencidlna rovnica ma vzdy rieSenie, a to trividlne, teda y(x) =0

* kazdd integralna krivka homogénnej linearnej diferencialnej rovnice leZi bud’ celd nad osou
x, alebo celd pod osou x, jedind integrdlna krivka tejto rovnice, ktord méd bod na osije y(x) =0

Priklad 4:
Najdime najprv vieobecné rieSenie rovnice
: 2% 0
_ * , dgka® A
a potom rieSenie, ktoré prechadza bodom
(x0,¥0) = (1,2). y
Podl'a vzorca vieobecné riesenie je
2x : - : 0 - -
5 -4 2 2 4
y(x) = Cef1+x2dx = P
' "
AN\ x
— Cg'i'"(l"'xz) == C(l + xz) ;r’f f.-"J T N \\\
I F x 44 N \\. X
,-f ,"' F \ \ \

% 2 r : 3 y (A y
Riesenie, ktoré splhna zacCiatotnt podmienku x.*’( [/ T §
y(1) = 2 je potom y(x) = 1 + x? (ZIta krivka). / / { bl \ \ \

'§ ! ; T | L1
T \ \ Y
/ I -84 | |
[ [ 1Y 3
/ .'lIl / | \ 4
/ P 104 1 \

RieSenie nehomogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice ma tvar

1) o s 165 [ gl

kde ¢ je 'ubovol'néd konsStanta.
Vlastnosti nehomogénnej linearnej diferencidlnej rovnice:
¢ pre danu zaciato¢nt podmienku existuje préve jedno rieSenie
e funkcia, ktorti dostaneme ako rozdiel dvoch rieSeni nehomogénnej diferencialnej rovnice, je
rieSenim homogénnej diferenciélnej rovnice

* vSeobecné rieSenie nehomogénnej diferencidlnej rovnice (yynn) je sic¢tom vseobecného rie-
Senia homogénnej diferencidlnej rovnice (yyx) a partikuldrneho rieSenia nehomonénnej di-

terencidlnej rovnice (ypyn)
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* aky; je rieSenie nehomonénnej rovnice s pravou stranou g; (x) a y; je rieSenie nehomonénnej
rovnice s pravou stranou g»(x), tak ak y; +y; je rieSenie nehomonénnej rovnice s pravou
stranou g1 (x) + g2(x)

e metddy na zistenie partikuldrneho rieSenia nehomogénnej diferencidlnej rovnice:
y

— medda varicie konstant

— Eulerova medda

Priklad 5:

Najdime rieSenie rovnice y' — % = xe”, ktoré spliia zatiatoénu podmienku y(1) = 5.
YvH-

Rovnica y’ —% = 0 je separovana, preto:

1. y = 0 je rieSenie

2.aky # 0,tak

dy dx dy dx
—=— = j—=j— = Inlyl=hlx|+c¢ =2 y=cx
¥ X y X

kde c € R — {0}

Obidve moznosti 1. a 2. sa daji napisat’ spolu  yyy = Cx, kde C € R.
YeNH- o

Metoda variacie konStant:
To vlastne znamena, ze namiesto konStanty C v yy; uvazujeme o funkcii € (x), ktorti dour¢ime
z toho, ze ypyg = C(x)x je, ako aj nazov hovori, partikularne rieSenie nehomogénnej rovnice.
Y'enu = C'(x)x + C(x)
Dosadenim do danej diferencidlnej rovnice ziskame

, C(x)x :
Cx)x+Cx)————=xe* = Cx)=e* = Clx)=¢€*
%

preto ypyy = e”*x a vSeobecne rieSenie nehomogénnej rovnice je yyyg = Cx + xe™.

Eulerova metoda:
Pri tejto metode nepotrebujeme zistovat’ osobitne yyy . Tato metdda spoiva v tom, Ze ak

rovhicu y’ 4+ p(x)y = q(x) vynasobim vyrazom e/P@4Y na Pavej strane diferencialne;
rovnice dostaneme derivaciu (yef P(x]dx)’. StaCi potom cel rovnicu (lavi aj pravli stranu)

zintegrovat'.
Co v naSom pripade znamena, ze nasobime vyrazom

—1 1
2 F — p—inixl —

X
a dostaneme
il . y % b
(y_): x> —:jg dx = — =g bl = p=xettix
X X x

RieSenie zaciatoCnej podmienky je potomy = (5 — e)x + xe™.



Priklad 6:

VSeobecne rieSenie diferencialnej rovnice

y' + 2y = 4x

jey=ce ™ +2x—1

Priklad 7:

V3ieobecné rieSenie linearnej diferencialne] rovnice 1. radu
y' —ycotgx = 2xsinx
jey =csinx + x%sinx

207
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LINEARNE DIFERENCIALNE RONVICE DRUHEHO RADU S KONSTANTNYMI KOEFI-
CIENTMI

Tvar rovnice je
apy’ + a1y’ +azy =0,

kde ag, ay, ax st dané ¢isla.
RieSenia hfaddame v tvare
y=e -,
kde A je ¢islo, ktoré riesi kvadratickt rovnicu
ao?yz +ajh+ax = 0,

tzv. charakteristicki rovnicu.
Mo6Zu nastat’ nasledujtice pripady:

a) A1, A st 2 rozne redlne korene,

b) A; =2, je dvojndsobny redlny koren,

c) A1, Ay st komplexné korene, pricom st navzdjom komplexne zdruzené,
ti. M =a+ib, Ay = a—ib.

V zavislosti od tychto moZnosti diferencidlna rovnica mé nasledovné rieSenia:

a) y; =eM¥ay, = el
b) y1 =eM¥ay, =xeM*,
Q) y1 = elatib)x 4 V) = ela—ib)x

a)

b)
+ coxeM*

<)

y= cle(a+ib)x_|_C2€(a7ib)x

Y

pri¢om ak napiseme komplexnt funkciu e*e** v goniometrickom tvare e®*(cos(bx) £ isin(bx)),
a pre tieto uvazujeme linedrnu kombindciu, tak ziskame

y = c1e* cos(bx) + coe™ sin(bx) .
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Priklad 8:

Vseobecné rieSenie diferencialnej rovnice
yreyeys o
jey =cre ™ + e
Grafom vieobecného riedenia je sustava exponencialnych kriviek
pre c; # 0,c; = 0, grafom partikularneho rieSenia y = 0
pre ¢; = c; = 0 je priamka, suradnicova os x.

-5001

-1000-

Priklad 9:
Vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice y” +4y +4y =0jey = e *(c + c2x).

Priklad 10:

Vseobecné rieSenie diferencialnej rovnice /
Y — 6y’ +13y =0 /
je y = e3*(c;y cos 2x + ¢, sin 2x) .
1e+184
0 12.2 14

-Te+184

-2e+184
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Priklad 11:

Vseobecne rieSenie diferencialnej rovnice
y'+4y =0
je ¥ = ¢; cos 2x + ¢y sin 2x a partikularne rieSenie, ktoré spiiia zatiato¢né podmienky
y(m) = 1,y'(m) = 0 dostaneme po dosadeni ¢, =1, ¢, = 0. Hladané partikularne rieSenie je
funkcia y = cos2x (Cervena krivka) .

Obrazky su ¢erpané z materidlu Matematika II zo stranky http:/ /www.evlm.stuba.sk/ veli-
chova/pedagog.htm



