1. Limita, spojitost’ a diferencialny pocet funkcie
jednej premenne;j

Definicia 1.1: Hromadny bod a € R mnoZiny A C R: v kaZdom jeho okoli leZi aspori jeden bod z

mnoziny A, ktory je rézny od bodu a

Zadanie mnoZiny A : Hromadné Znazornenie mnoZiny :
body a:
A= 1 1 l l a=0 RGNNSO 0 0O 0 — @ o
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Hromadné body niektorych vyznamnych mnoZin A:

e A=N={1,2,3,...} — hromadny bod je oo

e A=7Z={...,—-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} = hromadné body st co, —oo

e A=(a,b),prea,bcR == hromadné body st vSetky ¢isla intervalu (a, b)
e A=(a,b), prea,beR = hromadné body su vSetky &isla intervalu (a, b)
e A=Q — hromadné body st vsetky redlne ¢isla R a eSte aj oo, —co

e A=R = hromadné body st vSetky redlne ¢isla R a eSte aj oo, —oo

Limita postupnosti

limes = hranica
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Definicia 1.2:

e Limita postupnosti {a,};_, - (ozn. li_r}n a, = a alebo a, — a):
n—oo

Ve>0 dnpeN Vn>ny: l|ay,—al<e

e Konvergentna postupnost’: ak postupnost’ ma kone¢nu limitu a € R

e Divergentna postupnost’: ak nie je konvergentnd, t.j. neexistuje limita alebo to nie je ko-
necné ¢islo

e Vlastna limita postupnosti: ak limita postupnosti je redlne &islo, t.j. ak postupnost’ je kon-
vergentna

e Nevlastnd limita postupnosti: ak limita postupnosti je « alebo —co
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Vlastnosti limity postupnosti:
e VLP1: Kazd4 konvergentnd postupnost’ ma iba jednu limitu
e VLP2: Akje postupnost’ konvergentnd, tak je ohranicena (!!'opacne to nemusi platit'!!!)
e VLP3: Kazd4 zhora ohranicend, rastica (neklesajiica) postupnost’ je konvergentna a kon-
verguje Kk jej supremum
e VLP4: Kazda zdola ohranicend, klesajica (nerasttica) postupnost’ je konvergentna a kon-

verguje k jej infimum



3
e VLP5: Nech {a,}; ,a{b,};_, st konvergentné postupnosti, pricom li_r>n a,=aalimb, =b,
n—roo

n—soo
potom
- lim |a,| = | lim a,| = |a|; lim (k-a,) = (limk-a,) =k-aprek € R
n—soo n—oo n—soo n—soo
- lim (a, £ b,) = lim a, £+ lim b, = a+b; lim (a, -b,) = limay,- limb, =a-b
n—soo n—soo n—soo n—soo n—soo n—soo

lim a,

~ lim oo g za predpokladu, ze b, Z0a b #0
n

e VLP6: Nech li_r)n an = 1i_r>n ¢, = a a pre skoro vsetky n (tj. za¢inajiac od nejakého ng) plati, Ze
n—oo n—soo

a, < b, <c,. Potom r}gr.}obn =a

e VLP7: Nech 1i_r>n an, = 0 a postupnost’ {b,};_, je ohrani¢end, potom li_r)n (anby) =0
n—oo n—oo

lim 2 — 0, lebo
n—e
. .= .1 1 sinn 1
e zvlastnosti VLP6: lim — =lim-=0a —-< — < —
n—eo n n—eon n n n

. .1 : . v
e z vlastnosti VLP7: lim — = 0 a postupnost’ {sinn}’_, je ohrani¢end
n—oo



Vyznamné limity:

li = R im nf = oo o1
lim ¢ cprece€ r}1_r>£1°n =ocoprek >0 r}gr;ﬁ:opl‘ek>0
r}glgoq =ocopre g > 1 nlggq lpreg=1 r}groloq Opreqge (—1,1)

lim ¢" neexistuje pre g < —1 1\"
el Jepreqd = lim <1+—) —e
n

n—yeo

Pocitanie s < a —oo:

Séitanie: 00 4 00 = oo —00 —00 = —00 C-+oo=o00 C—00 = —o0
prec e R preceR
Nasobenie: | foo:(fo0) =00 | Foo:(Foo) = —o0 | ¢-00 =00 00 = —oo
prec >0 prec <0
I
Umocnenie: | o€ = oo o f=—=0 ¢* =00 =0
prec >0 pre ¢ > 0 prec>1 prece (—1,1)
0 )
""Neurcité | oo —oo=7? 0:00=? o =? — =7
limity!!! =
Cvicenia

1.1.  Vypocitajte limity postupnosti:

1
4 e 2] — im-——
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Limita funkcie
Definicia 1.3:

e Funckia ma v bode a limitu b - (ozn. 1i_r)n f(x) = b): ak a je hromadnym bodom mnoziny
D(f) a ak pre kazdu postupnost’ {x,};r_; C D(f)\ {a} takd, Ze x, — a, plati

lim f(x,) = b

n—sco

Limita zprava - (ozn. lim+ (x)): ak v definicie limity funkcie plati, Ze x, > a
xX—a

Limita zl'ava - (ozn. lim f(x)): ak v definicie limity funkcie plati, ze x, < a
X—a—

Vlastna limita vo vlastnom bode:a c Raajb e R

Nevlastna limita vo vlastnom bode:a e Ra b € {—c, o}

Vlastna limita v nevlastnom bode : a € {—,~} abc R

Nevlastnd limita v nevlastnom bode : a € {—,} a b € {—o0,0}

T i 1 e : i
MLimita ;13}1 f(x) existuje prave vtedy, ak existuju xggl+ f(x)a XLHK?, f(x) a rovnajt sa!!!

Vyznamné limity:

i 1
lim 200 — 1imM:1 lim — = oo pre nepdrne k € N
x—0 X x—0 X x—0+ X
lim(l—l—x)é = limi:ooprepérnekeN lim 1. pre neparne k € N
x—0 1—0 xk x—0— xk
e —1 .1 I .
lim =1 lim — neexistuje pre neparne k € N
x—=0 X x—=0Xx
Cvicenia

1.2.  Vypocitajte limity funkcie:



d)

g)

j)

lim © 4 b) lim 4 ¢) lim 4
i im|{——— im|{———
x—1 \ x2 —3x+2 =2\ x2 —3x+2 =3\ x2 —3x+2

i X2 +x—2 o lim 1 3 f lim (143x)% — (1 +4x)3
x—5—2\ x%2+2x —=l\x—1 x3—1 x—0 x2

t in4 —sin2

lim =~ h) lim s%n * i) lim x—s%n *
x—0 3x x—0sin3x x—0x + sin3x

lim 1 —cosx K lim COSX —Cos>x ) lim tgx — sinx
x—0 x2 x—0 x2 x—0 x3

lim (1 + 3x) > n) lim(1+5logx)ee 0) lim(1+ sinx)?
x—0 x—1 x—0

: . In(1+6x) : 1
}glolox(ln(x +1)—Inx) q) )%l_rf(l) — r) }grolox(Zx —1)

2 252
+x+3 . e —1 In(x+1)
Jim Jog === VoM W s
3ter | ~

lim w) lim xctgx z) lim g
x—0 X x—0 x—=0 X
Pomocou vzorca (vA —+/B)(v/A++/B) = A — B vypotitajte limity:

V2+x—+/2
hm (\/n+ \/_> b) lim ( (n—|—2)(n—|—3)—n> C) limL\/—
n—oo x—0 X
. Vo6+x—2 . 5 Vx—2
AT 9 Jim x(Vare-s) D i
13-2 1 vx+4-2

lim vVt Vxt h) lim (\/x2+9—\/x2—9> i) limx.+—
x—3 x2—9 X——oo x—0  sinSx

Vypocitajte jednostranné limity funkcie f v bode a:

2 _ =

)= F=gy, a1 b) )= g
5 1

f(x):(x_2)3l Cl:2 d) f() 2 Zl/x a:O
- pre  x<O0

f(x):{ )g;i—l pre x€(0,2) ’ =-1,a=0,a=2

1 pre x>2



Spojitost’ funkcie
Definicia 1.4:

e Funckia je spojitd v bode a € D(f): ak pre kazdua postupnost’ {x,}> ; C D(f) takd, Ze x, — a,
plati lim f(x,) = f(a)

e Funkcia je spojitd na mnoZine M: ak je spojitd v kazdom bode a € M

¢ Bod nespojitosti funkcie : bod, v ktorom funkcia nie je spojita

Bod a € D(f) moze byt hromadnym alebo izolovanym bodom mnoziny D(f) (tj. existuje také

voove

jeho okolie, v ktorom nelezi Ziadny iny bod D(f)) :
e funkcia f je vZdy spojitd v izolovanom bode,

e ak a je hromadnym bodom mnoZziny D(f), tak lim f(x) = f(a)

x—a

Typ bodov nespojitosti:

Typ nespojitosti Znazornenie

Odstranitel'na nespojitost’:
existuje vlastna li_r)n f(x) alenerovné sa f(a)
X—a

Neodstranitel'na nespojitost’ 1. druhu:

neexistuje lim f(x) ale iba limita zprava a Yy /\f

limita zl'ava a tieto s vlastné a nerovnajt €

sa f(a)




Typ nespojitosti Znazornenie

Neodstranitel'na nespojitost’ 2. druhu:

bud’ existuje len nevlastnd limita 1i_r>n fx), Y
X—a

alebo neexistuje vobec, len limita zprava a
limita zl'ava a tieto st (asponl jedna) ne- f(a)
vlastné

a €T

Vlastnosti spojitych funkcii:
e VSF1: KaZzd4 elementdrna funkcia je spojitd vSade, kde je definovand
e VSF2: Sucet a sticin spojitych funkcif je spojity
e VSF3: Funkcia zloZend zo spojitych funkcii je spojita
e VSF4: Inverzna funkcia spojitej funkcie je spojita
e VSF5: Ak funkcia f je spojitd na intervale (a,b), potom

— je ohrani¢end na (a,b)
- nadobtda na (a,b) svoje maximum a minimum

— pokial' f(a) >0a f(b) <0 (alebo opacne), tak existuje prvok ¢ € (a,b) taky, ze f(c) =0

Cvicenia

1.5. Zistite, kde st spojité nasledujtce funkcie. Néjdite body nespojitosti a zistite ich typ:

) (6) = (r+3) sin b) f(x)=e 7 O f(x) = sen(x(1 - +2))
24

&) f0)= 5 e 9 S0 = D f)=;
1= re x<0 1 st

g) f<x>={ x e h) f(x)=+/xarctg- D) fx) =
2x—1 pre x>0 * 17X



1.6. Dokézte, Ze dané rovnica mé na intervale I rieSenie:

1
a) ¥—x—1=0 1I={(1,2) b) ¥*—6x*+-+5=0 [I={(1,8)
X
¢ €&4+x=0 [I=(-1,0) d) cosx—kx=0,k#0 [I=(—mm)
e) Inx—3+x=0 [I={(le) f) ¥ —43+20°+7x—-8=0 [=(1.3,1.4)

g -4l +22+5x-3=0 I=(-1.1,-1)

Diferencidlny pocet

Definicia 1.5: Derivacia funkcie f v bode xo € D(f) - (ozn. f'(x¢)): redlne ¢islo

J)-f(x))

Ak existuje derivacia funkcie f v kazdom bode niektorej mnoziny M, tak funkcia f/, ktord priradi
kazdému ¢islu x € M hodnotu f/(x) je derivacia funkcie / v mnoZine M.

Derivdcia elementirnych funkcii:

| Vzorec podmienky | | Vzorec podmienky |
(¢) =0 c € R, c—konstanta (x) =1 xeR
(x")Y =nx*! xecR,neN (x*) = ax*! x>0,0eR
() =¢ xeR (@) = a*Ina xe€R,a>0
(lnx)’:l x>0 (log,x) = ! x>0,a>0,a#1
X xlna
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| Vzorec podmienky | | Vzorec podmienky |
(sinx)’ = cosx xeR (cosx)’ = —sinx xeR
(tgx)’ = : £ (2%+1D)E kez | | (cotgx) = -l 4k, keZ
8T cosix * 2’ 87 Gintx * ’
) 1 —1
(arcsinx)’ = xe(—1,1) (arccosx)’ = xe(—1,1)
1 —x? 1—x2
(arctgx)’ = ! xeR (arccotgx) = -1 xeR
&% = 1+x2 §% = 1+x2
Vlastnosti derivacie:
o VDI: (cf(x))' = cf'(x) prec€R
o« VD2 (£(x)%(x) = f'() £/ (x)
e VD3: (f(x)-g(x)" = f'(x)e(x) + f(x)g(x)
/ / . /
e VD4: (&) _f )g(x) — fx)g'(x) pre g(x) #0

g2 (x)

) (x
g(x)
( f(gx)) ¢ (x)

vDs: (/(3()))

/

Definicia 1.6: Derivacia druhého rddu funkcie f - (ozn. f”): funkcia, ktord vznikne ako derivacia

prvej derivacie funkcie, t.j. (') = f”

Cvicenia

1.7.  Pomocou definicie ndjdite derivaciu funkcie f v bode xo:

a) fx)=x"-3, x=0

¢) f(x)=x’sin (x—g), x="1

e) f(x)=vx—1, x=1

1.8. Néjdite derivécie danych funkcif:

1
I

b) f(x)=

~

xXp =2

d) f(x)=vV1+x%, x=0

f) flx)=e", x=0

a) y=x+/x+/x b) y=ax*+2—sinx
d) y=x*+cosx e) y=(x+3)log,x

c) y=e" +2Inx—8x°

f) y=(@x?+3x—5)¢"



sinx
B+1

g y=

D y=tg(@ —sinx)

3x0+5x—2
m) y=1In ( ) n) y=log, ( X"+ 'x ) 0) y= 3xlogyx
arccosx 2 arcsinx
cosx _— (x+2)cosx?

— arct __ sinx _
p) y=arctg—— q) y=e"sinx r) y 7 =8
) Inarctg— ) X2 u) a

= Inarctg—~ = =

g SVa Y Tt 4= 1) YT g

arcsinx

K) y=2In(3yx+2x°)

3 4

. 2% 4+ x
i) y=

arctgx

1) y= 3x2—cosx—2

2x

11

v) y=arccosln(x® — sinx)

w) y= x2+1sm XCOS" X z) y=Iloggsine

1.9. Vypocitajte f7(0) a (1), ak

b) f(x)=xVx2+3

2

d) f(x)=xe*

a) flx)=x>—Tx+12

) flx)=tg2x



