2. Aplikacie diferencidlneho poctu funkcie jedne;j

L'Hospitalovo pravidlo

Pre limitu lim =——= )
x—a g( )

pokial’ platia nasledujtice vlastnosti:

e existuje okolie bodu a, v ktorom funkcie f a g maja derivaciu,

e g'(x) #0 v tom okoli,

e existuje limita lim ——.
x—a g'(x)

V pripade neur¢itej limity typu 0 - e, moéZeme sucin f(x) -

0 00
dostanema teda limity typu o alebo —, na ¢o uz vieme aplikovat’ L"Hospitalovo pravidlo.

Cviéenia

1. Pomocou L'Hospitalovho pravidla vypocitajte nasledujtice limity:
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Taylorov polyném

Pre body x, ktoré sa "blizke" k bodu xg (tj. x — xp), mdZeme funként hodnotu f(x) priblizne
vypocitat’ (t.j. aproximovat’ - ozn. ~) pomocou polynému n-tého stupnia

Pn(x) =Ap —|—A1(X—X0) +A2(X—X0)2 —|—A3(X—X0)3 +... +An(X—XQ)n (1)

tak, aby
Py(x0) = f(xo)
P,(xo) = f'(x0)
Pl(x0) = f"(xo) (2)

~~

P (xo) = ™ (xo)

Dosadenim (1) do (2) vypocitame koeficienty A; polynému P, (x):
Definicia 2.1:

e Taylorov polyném funckie f v bode xy (ozn. T, (x)):

T3(3) = £(n0) + o) r—x0)+ L g 00 (g S0

kde n!=n.(n—1).(n-2)...2.1

e Taylorov vzorec: f(x) = T,,(x) +R,(x), kde R,(x) je chyba akej sa dopustame, ak aproximu-
jeme (x) ~ T, (x),
f(n—H) (c)

R, (x) = ——>(x—x0

(n+1)! )n+1

, €€ (x0,x)

Na Obr. 1 je funkcia f(x) = e* a Taylorové polynémy tejto funkcie v bode xyp = 0 stupiia
n=1,2734.

fx)




Definicia 2.2:

n=1,3,5,7.
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Obr. 2

Specialny pripad - Taylorov polyném 1. stupiia:

f(x)

f(xo)

Xo

Na Obr. 2 je funkcia f(x) = sinx a Taylorové polynémy tejto funkcie v bode xg = 0 stupnia
T3 (x)

.
.

tgoL = f/(x()) _ xllgcl f()C) _f(XO)

X — X

malom okoli bodu xj.

e Dotycnica funkcie f v bode xo: priamka y = f(xo)+ f’(x0)(x — x0)

R;(x)

Dotyc¢nica funkcie f v bode xo (teda tato Specidlna linearna funkcia) aproximuje funkciu f v



Cvicenia

2. Najdite rovnice doty¢nice ku grafu funkcie f v bode [xq, f(x)]

8y flv)= "1;2. zo=-1, b) flz)=2>-3z+1, 0= %
£ fiz)= 1+1I_2. mo=—-2, d) f(z)=cosz, 79 =73,
Bl = "wm=N fl Fle)=lubg, se=1
3. Pomocou Ti(x) vypocitajte priblizne hodnoty:
a) /1,06 b) arctgl, 1 c) (1,04) d) 21,002
e) In0,9 f) arcsin0,54 g) arccos0,47 h) cos61°
i) (2,03)] p o3 k) o579
4. Najdite Taylorov mnohoc¢len stupna n v bode a pre funkciu
a)y= 5rt — 422 4+ 112 —9 v bode 0, n =4,
b) y=5z*—4z2+11z -9 v bode —2, n =4,
) = e”2 vbode0, n=4,
d) y=Inz wvbodel, n=3>5,
e)y=+x vbodel, n=41,
f) y=tgx ~vbodeZ, n=3,
g) y=arctgx vbodeO, n=3.
Vysledky
2. a)t: -,t;:f‘":—f, d}di g gDy
Bli: o= —2;2'+%, e)t: y=—(In3)xr+1,
i y:%;er%, fyt: y=ax+In5-1,
3.
a) 1,01 b) 0,835 (m=~3,14) o 1,2 d) 2,00276 (In2=0,69)
e) —0,1 f) 0,5692 (\/§m 1,73) g) 1,08134 h) 0,4849 (1°~0,0174)

i) 8,36 i) 8,5276 (In3 ~1,0986) k) 6,018



c) -ﬂ(.z-)fﬁr——ﬁj%—g‘gjtl, |
d) Ty (x) = —%) s 1 L — 5a? + 5 — 1(;:30;

bzt Wzt 5 35
e) Tu(x) = —155 + 37 — S(wi T 33.;2"1 ﬁL 1528 ) 5
f) Ty(x) = S +2(1 —m)a? + (e +1 - Z+ - — T,
g) Ta(z) = — % +x

Priebeh funkcie

# Monotonnost’:

Nech f je spojitd na intervale (a,b), ma v kazdom bode intervalu (a,b) derivaciu, potom
a

a.) ak f/(x) >0 pre vSetky x € (a,b), tak f je rastiica na intervale (a,b),
b.) ak f/(x) <0 pre vSetky x € (a,b), tak f je klesajtca na intervale (a,b),
c.) ak f'(x) > 0 pre v8etky x € (a,b), tak f je neklesajiica na intervale (a,b),
d.) ak f'(x) <0 pre vSetky x € (a,b), tak f je nerastiica na intervale (a,b).
—1
Na Obr. 4 vlavo je graf funkcie f(x) =2x> +3x*> — 12x+ 1, vpravo f(x) = jCH_ 7
y

Obr. 4

# Konvexnost'-konkavnost':

Definicia 2.3:

e Konvexnd funkcia na intervale /: pre vSetky body x1, x, €1, x1 # x; a pre kazda konstantu
t € (0,1) plati, ze
fltxi+(1—t)x2) <1 f(x)+(1—1)f(x2)
(Obr. 5 vl'avo), tj. ak graf funkcie na intervale (x;,x2) leZi pod priamkou, ktora spaja body

flx1) a f(x2)



Obr. 5

e Konkdvna funkcia na intervale /: pre vSetky body x1, x2 €1, x| # x2 a pre kazda konstantu
t€(0,1) plati, ze
fltxi+(1=t)x2) > 1 f(x1)+ (1 —1)f(x2)

(Obr. 5 vpravo), t,j. ak graf funkcie na intervale (x,x>) lezi nad priamkou, ktora spéja body

f(x1) a f(x2)

¢ Inflexny bod: bod, v ktorom sa konvexnost’ meni na konkavnost’ alebo naopak

Nech f je spojita na intervale (a,b), ma v kazdom bode intervalu (a,b) prvi a druht derivéciu,
potom

a.) ak f”(x) >0 pre vSetky x € (a,b), tak f je konvexnd na intervale (a,b),

b.) ak f”(x) <0 pre vSetky x € (a,b), tak f je konkdvna na intervale (a,b)

Na Obr. 6 je graf funkcie f(x) =

x2+3

Vv




# Lokdlne, globdlne extrémy:

Definicia 2.4:

e Lokdlne minimum, resp. lokdlne maximum funkcie f v bode xo: (Obr. 7 vlI'avo) ak exis-
tuje €-ové okolie Og¢(x9) bodu xp, Ze pre vSetky x € Og(xo) plati

f(x0) < f(x), resp. f(xo) = f(x).
e Globdlne minimum, resp. globdlne maximum funkcie f v bode xo: (Obr. 7 vpravo) ak

f(x0) < f(x), resp. f(x0) > f(x) plati pre vSetky body z defini¢ného oboru funkcie f.

0.6'j

Obr. 7

Hl'adanie extrémov pomocou prvej derivacie:

Ak pre okolie O¢(xp) bodu xo € D(f) plati, ze

f'(x)>0 pre x<xp (tj funkciaje tam rastica)

f(x)<0 pre x>xp (tj funkciaje tam klesajtca),
tak v bode x¢p ma funkcia lokdlne maximum.
Ak pre okolie O¢(xp) bodu xo € D(f) plati, ze

f(x)<0 pre x<uxo (tj funkciaje tam klesajtica)

f'(x)>0 pre x>xp (tj funkciaje tam rasttca),

tak v bode xp ma funkcia lokdlne minimum.

Nech f je spojita na intervale (a,b), ma v kazdom bode xg € (a,b) deriviciu a nech ma v tomto
bode lokalny extrém. Potom f’(xp) = 0.

MOpacna implikacia nemusi platit’!!!



Definicia 2.5:
e Stacionarny bod: bod, pre ktory plati f'(xo) =0

Hl'adanie extrémov pomocou druhej derivacie:

Nech f: (a,b) — R mda v bode x¢ € (a,b) prva aj druht derivaciu a nech f'(x0) =0 a f”(x0) #0.
Potom

a.) ak f"(x0) <0, tak f ma v bode xy lokdlne maximum,

b.) ak f”(x0) >0, tak f ma v bode xo lokdlne minimum.

Na Obr. 8 je graf funkcie f(x) = e

X244

# Asymptoty grafu funkcie:

Asymptota je priamka, ku ktorej sa graf funkcie bliZi, ale nikdy nepretina - doty¢nica v neko-
necnu.
Definicia 2.6:

e Asymptota bez smernice: priamka dand rovnicou x = a, ak sa nastane aspor jeden z na-

sledujuacich pripadov

1) xgr‘?_f(x) = +o0 2) lim f(x)=—oo 3) lim f(x)=+oo 4) lim f(x)=—co

x—a— x—a+ x—a+

e Asymptota so smernicou: priamka dana rovnicou y = kx+ ¢, kde

I €) .
b= lim =72 = lim (f0)—kx)
222 +x+1

Na Obr. 9 je graf funkcie f(x) = g
X



Obr. 9

# Priebeh funkcie:

Vlastnosti, ktoré treba vySetrit':
1) defini¢ny obor
2) vsetky body nespojitosti a intervaly spojitosti
3) priesecniky s osou x a y

4) parnost /neparnost’, periodi¢nost’

5) intervaly monoténnosti, intervaly konvexnosti/konkavnosti, inflexné body, lokédlne extrémy

6) asymptoty bez smernice a asymptoty so smernicou

)

7) nakreslit’ graf

2x
21

Na Obr. 13 je graf funkcie f(x) =x+ P

1) D(f) =R\ {~1,1}

2) body nespojitosti st x = —1 a x = 1, intervaly spojitosti st (—oo,—1), (—1,1), (1,00)

3) funkcia pretina os x a y len v bode so saradnicami (0,0)
)

4) je nepérna, lebo

nie je periodicka



5) - Monoténnost/, lokdlne extrémy:

- B2V (2-V5))
- =12

na Obr. 10 sipka  znamend rasttcost’, Sipka \, znamena klesajtcost’,

x1=V2+V5, x0=—V2+5

(_ oL, Xy ] X=X (xl-‘_l) (_ 1,1] (L X, ] X=X (x: : T‘)

f'(x) + 0 = & 2 0

flx) L MAX S T e S Mm Y

Obr. 10

- Konvexnost/konkdvnost/, inflexné body:

" 4x(x* +3)
fr(x) = o0y

na Obr. 11 znak |J znamena konvexnost, (| znamena konkavnost/,

Co 1) [ ((L0) | x=0 (1) | ()
f(x) . B g : E
P, " g | NEEX !
BOD

Obr. 11

— Asymptoty: Asymptoty bez smernice st priamky x=1a x=—1

(—o0,1) x—>-1- b e (-1.1) x—>1- xr—=1+

/@) @) | [)oe > | J@) =

Obr. 12




Asymptota so smernicou je priamka y = x, ked'Ze

2
1
k= tim L9 g T
x—yFoo X x—rFoo x4 — 1
g= lim (f(x)—kx) = lim ——— =0
X—rFoo X—>i°°x2—l

e ] ——————— —————

Obr. 13

Cvicenia

Vysetrite priebeh funkcie y = f(x) a nacrtnite jej graf:

x? Inx x?
a) f(x)zz_x b) f(x)ZT C) f(x):(x+1)2
d) f(x)=x—2arctgx e) flx)= o Exl)z f) flx)=2x>—3x
2
§) () =2-2+3¢ h) /() =(2-2)? ) 0=

x2
o= S = ) f)=x—1

X
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x2 X
m) f(x):le_l N S0 =21 0 =73
p) flx) =2 D ) =In(1+2) D S0)= o
Vysledky

Obr. 14
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PribliZné rieSenie rovnic - Newtonova metéda

Ak funkcia je spojitd na intervale (a,b) a f(a) >0, f(b) <0, tak existuje ¢ € (a,b) s vlastnost'ou
f(c)=0.

Newtonova metéda- metdéda, pomocou ktorej hI'addme bod ¢ € (a,b), v ktorom f(c) =0, tj. slazi
na rieSenie rovnice f(x) =0.

y = f(ap) + f'(ap) (x — a,)

A
¥
I
! /yzf(a1)+f’(a1)(x—a1)
I
I
i
! :
:
PR EE T T SR — o= = —_p
0~ ¢ a, a, a,
I
Obr. 16
Postup:
1. ndjst’ vhodny zaciato¢ny bod ag € (a,b)
2. zostrojit’ doty¢nicu #p funkcie f v bode ayp: y = f(ao) + f'(ao)(x — ao)
3. ndjst’ priese¢nik doty¢nice #y s osou x, ozna¢me to aj: ay =ap— J{P,((‘Z%))

4. opakovat’ postup 1.-3. pre bod a;, z ¢oho dostaneme bod a; = a; — }‘/((211))

5. opakovat’ postup 1.-3. pre bod a», z ¢coho dostaneme bod a3 = a> — ]{C,((‘Z))

S PH

anp = C.
1. krok je vel'mi doleZity!!!

Hl'adajme rieSenie rovnice arctgx = 0 Newtonovou metédou, pricom vieme, Ze vysledok ma byt’
x=0.

e Na obrdzku 17 vl'avo je zndzornend Newtonova metdéda so zaciatoénym bodom ag = 1.4 -
hodnoty a; st vzdy vzdialenejsi od rieSenia.
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arctg a, -

\

He4 =7 arctg by

@ a T @ - /51

arctg b

py arcte g,
o zrcts 2

Obr. 17

e Na obrazku 17 vpravo je Newtonova metdéda so zaciatocnym bodom by = 1.39175 - hodnoty
b; st "zacyklené", striedaja hodnoty 1.39175 a —1.39175.

e Na obrdzku 18 je Newtonova metdda so zac¢iatocnym bodom ¢y = 1.39 - hodnoty c¢; st vzdy
bliZsie k rieSeniu.

=
arctg ¢s //

% Cl
/ arctg e

Obr. 18

Cvicenia

Newtonovou metédou hl'adajte rieSenie rovnice f(x) =0 pre x € I (pokial je to mozné) - néjdite
asponi dve cleny postupnosti (t.j. ndjdite ay, a»), ak zaciato¢ny bod ay je dany:

a) flx)=x>—x—1 1=10,2)
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i) ap=1 ii) ap =2 iii) ag =0 iv) ag=0.5
b) f(x) =2(m—x)sinx— cosx I=(0,m)
i) ap=1 ii) ap =0 iii) ag =2
9 f(x):21nx—)l—c I=(1,e)
i) ag=2 ii) ap = 1 iii) ap = e
d) fx)=e"+x>-2 1=1(0,3)
i) ap=1 ii) ap =0
e) f(x)=sinx+2x—2 1=(0,7)
i) ap=1 ii) ap =3
f) f(x)=e" +e -4 1=1(0,5)
i) ap=1 i) ap =5
g) flx)=e"+e -4 1=(-1,0)
i) ag=—1 i) ag =0
Vysledky

a)

x—1.32472

X = 0.166506




