3. Zaklady vektorovej algebry

Definicia 3.1:

e Vektor - (ozn. @ = AB ): orientovana tisecka zaciatocnym bodom A a koncovym bodom
B, @ = (a1,a2,a3),kde a; = B;j—A;, i=1,2,3,ak A =[A|,A2,A3] a B=[By,B,,B3]

o Vel'kost vektora @ = AB - (ozn. || ): dizka tsetky AB, teda

@ =@+ a3 +ad = \/(Bi— A1)+ (B —A2)? + (B3 — Az)?

% z . z.
e Nulovy vektor- (ozn. 0 ): vektor, ktorého dlzka sa rovnd nule, ¢o ale nastane iba v pripade,
ak vSetky stradnice vektora st nulové

e Opatny vektor k vektoru @ — 4B - (ozn. = ): —d = (—a1,—az,—a3), resp. —d = BA =
(A1 —B1,A2 — By,A3 — B3)

e Jednotkovy vektor : vektor, ktorého dizka je rovné jednej, tj. || = 1

¢ Kolinedrne vektory : dva nenulové vektory 7, b , ktoré lezia na jednej priamke alebo na
dvoch priamkach, ktoré st rovnobezné:

- stihlasne kolinedrne - (ozn. @ 11 b ): ak tie vektory majt rovnak orientéciu
. i : o NSRS
- nestihlasne kolinedrne - (ozn. @ 1| b ): ak tie vektory maju opaént orientaciu

2z . Z % 7, Ve . . .
e Komplandrne vektory : tri nenulové vektory ad , b, ?, ktoré leZia v jednej rovine alebo v
rovnobeznych rovinach

‘. . -
Operécie s vektormi: nech @ = (aj,az,a3), b =

(bl,b27b3)
— — —
e Stifet vektorov @ a b - (ozn. d+ b ): < =d+b,kde ¢;=a;+b; pre i=1,2,3

e Nasobenie vektora @ skaldrom A #£0,A€R - (ozn. Ad ): 7 = Ad, kde d; = Ag; pre
i=1,2,3

Vlastnosti vektorov:

e VVI: 74—? = 7-1—7 - komutativny

- -y = . ..

e VV2: 7 +(b+7)=(d+ b)+ ¢ -asociativny
0+d=4

— —
e VV4: akvektory @ a b niesu kolinedrne, tak vektor @ + b je uhloprie¢kou rovnobeznika
so stranami zhodnymi s danymi vektormi

e VV3: T+ 0 =

— —
e VV5: akvektory @, b a ¢ nie st komplanérne, tak vektor @ + b + ¢ je telesovou uhlop-
rieckou rovnobeZnostena s hranami zhodnymi s danymi vektormi



2
e VV6: ak vektory @ a b ststhlasne kolineérne, tak pre vel'kost vektora @ = @ + b plati,

ze [|=[@|+|b]|

_>
e VV7: ak vektory @ a_! 7 st nesthlasne kolinedrne, tak pre vel'kost' vektora @ =@ + b
_>
plati, 7e | ¢ | = Wy—yb |

e VV8: ak A >0, tak A'd a @ su suhlasne kolinearne a a pre ich vel'kost plati |\ | = A|d|

e VV9: ak A <0, tak A'd a @ st nestihlasne kolinedrne a a pre ich vel'kost' plati
~Md

e VV10: ak A = ||, tak b= 7 t;. b = % je jednotkovym vektorom

e VV1L: a(Bd)=(af)d, (0+B)d=0d+B7, a(7+?):a7+a?, 1d="1

Definicia 3.2:

%
e Lineirna kombindcia vektorov @, b, ¢ : je vektor 7, ktory vznikne ako stcet konstat-
ného nasobku danych vektorov, t.j.

%
d=kT@+kb 4k,
kde ky,ky,kz € R

.. et 12 - a1y . v
e Linedrne zavislé vektory @, b, © : ak existuju reale &isla ky,k», k3 € R, z ktorych aspori
jedno je rozne od nuly také, Ze plati

— —
kid +kyb +ks€ = 0
° Lmearne nezavislé vektory 7 b : ak nie st linedrne zavislé, t.j. rovnost’ k17 +ky b +
ks = ~0 plati len v pripade, Ze k; = 0 pre vSetky i =1,2,3
e Bizav R? : kazdd mnoZina 3 linearne nezdvislych vektorov v R3

¢ Jednotkova baza : ak vSetky vektory v baze maja vel'’kost’ rovnej jednej, t.j. st jednotkové

Dalsie vlastnosti vektorov:
e VV12: ak dva vektory st linedrne zavislé, tak leZia na jednej priamke, t.j. st kolinedrne
e VV13: ak tri vektory st linedrne zavislé, tak leZia v jednej rovine, t.j. st komplanarne

e VV14: I'ubovolny vektor v R? moZno jednozna¢ne popisat’ ako linedrna kombinacia vek-
torov bazy v R?



Definicia 3.3:
%
b

Skalarny sticin vektorov a, 7 -(ozn. d- b ): je ¢islo, ktoré definujeme nasledovne

a) ak |@|£0a |b|#£0,tak @b = 3|5
dab

b) ak || =0 alebo |7\ =0, tak 7~7:O,

|cos@, kde ¢ je uhol, ktory zvieraju vektory

-
b = (b17b27b3)

Vlastnosti skalarneho siéinu: nech @ = (a1,az,a3),
_>
e VS1: @b = arby +axby +azbs,
— , ) ) — —
e VS2: rovnost @ - b =0 je splnend v pripadoch, ak | @| =0 alebo | b | =0 alebo @ L b

e VS3: 7 b =07 - komutativny

eVS&: @ (b+T)=a-b+a-7, (0ad)-b=o(d-b),0eR
vss pre 7,7, T T B I D

-

VS6: @-d =|d|?>0, 7-7:01env’cedy,ak7:6>

, k (jednotkova baza v R?) plati:
0

i =j-j=k-k=1ai-j=

o]

l .

_>
e VS7: |d|#0a |7| #0, tak cos@ = %’ kde ¢ je uhol, ktory zvierajt vektory @ a >

Definicia 3.4:
— —
Vektorovy satin vektorov @, b - (ozn. @ x b ):je vektor, ktory definujeme nasledovne

a) ak @ a b st kolinedrne alebo jeden z nich je nulovy, tak @ x b=0

b) ak d a Z} st linearne nezavislé, tak d x ? = 7, pricom
- |7 =1d x ?] = ]7\]7|sin(p, kde ¢ je uhol, ktory zvieraju vektory @ a 7

~vektor @x b = ¢ je kolmy na vektory @ a v

Vlastnosti vektorového suéinu:

e VVSI: 7><?:—(?><7)

VVS2: A(@x b)=Ad x b, eR
¢ VVS3: (@ +B)x 7 =(dx7)+(

e VVSL @x(bxd=0b(a-@)-7(d-b)

P T T T =T TxT=7
i J

VVS5: i x Xj=k, jxk=1i,

%
D b

e VVS6: |d x b | - obsah rovnobeznika, ktorého strany st uréené vektormi @,



Pomocka pri vypocte vektorového stcinu vektorov

%
d = (a1,a2,a3), b = (b1,by,b3):
- = 7
! J a az | —» ar az | —» ay ay | -
ar dz a3 by b T by b by b -
bi by b 2 b3 1 b3 1 b

= (a2bz —azby,a3by —a1bz,a1by — axby)

— —
Ak vektory @, b a @ =d x b st umiestnené tak, Ze zatiatocné body vietkych troch vektorov

je ten isty bod, tak pohyb koncového bodu vektora @ do koncového bodu vektora 7 po kratSom
obltiku kruZnice sa javi z koncového bodu vektora ¢ proti smeru pohybu hodinovych ruticiek.

Definicia 3.5:
C v - -
Zmieany sudin vektorov @, b, ¢ : d-(b x )
Vlastnosti zmiesaného stcinu:
e VZS1: @-(bxC)=b-(¢xd)=C-(@xD)
e VZS2: @ (b xT)=—b-(@x7)

VZS3: @-(bxC)=(adxb)- ¢

= ay ay a3
VZS4: d-(bx7¢)=|b by b3
c1 ¢ 3

VZS5: vektory @, Z), @ st komplanarne prave vtedy, ked’ @ - (? x7)=0

%
VZSeé: |(7 x b)- ?| - objem rovnobeZnostena, ktorého tri hrany st urtené vektormi @,

b, (prvy obrazok)
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1 —
e VZS7: 3 | (dxb)- 7‘ - objem $tvorbohého ihlana, ktorého tri hrany st ur¢ené vektormi

a, ?, il (druhy obrézok)

1 — —
e VZSS: 3 ‘ (7 X b)- ?‘ - objem Stvorstena, ktorého tri hrany st ur¢ené vektormi ad,b,7

(treti obrazok)




