KOSOUHLA AXONOMETRIA

I. KOSOUHLA AXONOMETRIA

1. Princip zobrazenia, zakladné pojmy

Princip zobrazenia sa 1i$i od pravouhlej axonometrie len tym, ze osnova premietania {s} nie je kolma na priemetiu
£ .

Definicia 1.1
Zakladné pojmy a oznacenia:

- axonometricka suradnicova siistava — <Ok EqLEY, Ekz> :

- axonometrické jednotky — e; =|O,E[ |, ¢/ 5 O,E} |, e =O,E; [,

- axonometricky trojuholnik —AXYZ (X =xne,Y =yne,Z=2n¢),

- axonometricky priemet bodu M- M, (M, =1" ng, kde I™ je premietacia priamka bodu M),

- axonometrocky podorys [narys, bokorys] - M, [M,,,M, ] (M, =1" ng, kde I je
premietacia priamka bodu M, i=1,2,3),

- i-ta ordinala — (za predpokladu, ze M, =M, ) W ,1=1,2,3,

Definicia 1.2

Bijektivne zobrazenie ¢: E, > exe, p:M —(M,,M,, ) [alebo (M,,M,, ), (M,,M,, )], pricom
MMy | 2, IMMy | Y. MMy || X Jalebo M, =M, [M, =M, , M, =M, ] sa nazyva metéda
kosouhlej (Sikmej) axonometrie.

Veta 1.1

. eX z ,
Ak a = /(l,&) , tak pre pomery skratenia U = —, v =—%, w="X palti: u? +v? +w? =2—cotg’«.
e

€ e
Kosouhla axonometria je urcena :
- axonometrickou stradnicovou stustavou,
- axonometrickym trojuholnikom a Sikmym priemetom suradnicového zaciatku.

Bez dokazu.
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KOSOUHLA AXONOMETRIA

Uloha 1.1: Dany je axonometricky trojuholnik AXYZ a bod O, . Zvolme si Tubovolny bod M :(Mk,M 1k).

Zostrojme kolmy priemet bodu M do axonometrickej priemetne ¢ (t.j. previest $ikm axonometriu na Sikmé
premietanie s pomocnym pravouhlym premietanim).
RiesSenie:

E

2. Zakladna veta Sikmej axonometrie

Veta 2.1 - Pohlke-Schwarz-ova veta

Vrcholy l'ubovol'ného Stvoruholnika v rovine moZzno povazovat’ za rovnobezny priemet vrcholov Stvorstena
vopred zvoleného tvaru (t.j. podobného s 'ubovol'nym danym Stvorstenom).

Dosledok: Cubovolné tri rozne Gsecky O, E;, O,E), O,E; Vjednej rovine mozno povazovat' za rovnobezné

priemety troch rovnako dlhych a navz4jom kolmych usec¢iek OE*, OE’, OE*.



KOSOUHLA AXONOMETRIA

Pomocné tvrdenia:
1) Kazda afinitu dvoch rovinnych poli mozno vyjadrit' v tvare
kompozicie podobnosti a pravouhlého premietania.

B,
2) Kazdu trojboka hranolova plochu *H mozno pret’at’ rovinou
tak, aby prienikom bol trojuholnik T'ubovolného tvaru, t.j.
podobny 'ubovol'nému danému trojuholniku. ‘

4,

3) Kazdu n-bokt hranolova
plochu "H mozno pretat
rovinou tak, aby jej
prienik s plochou bol n-
uholnik podobny
I'ubovolnému danému n-
uholniku, ktory je afinny
S uréujicim n-
uholnikom plochy "H.

Dokaz Vety 2.1:

Nech je dany Stvorsten  ABCD

|
N
_ C B a Stvotuholnik ABCD . Nasa tloha je
D v > dokazat’, ze existuje Stvorsten (oznacme
ho napr. A°B°C°D?), ktory je podobny
S Stvorstenom ABCD a ktorého
rovnobezny priemet do roviny (napr.

priemetiia) je ABCD .

| i Premietacie priamky vrcholov $tvorstena
g N'=M ABCD vytvaraji §tvorboku

(24

\

LN

hranolovu plochu *H, ktorti moZno (na zaklade pomocného tvrdenia 3.) pretat’ rovinou (v pomocnej vete je to
rovina y) tak, aby jej prienik s touto hranolovou plochou bol $tvoruholnik (ozna¢me ho napr. A B,C D, ) podobny

stvoruholniku ABCD , pri¢om ale §tvoruholnik ABCD musi byt’ afinny s urcujicim $tvoruholnikom hranolovej
plochy (mdzeme ho znac¢it A'B'C'D").

Sta¢i teda dokazat, ze existuje rovina « taka, ze rovnobeznym priemetom daného Stvorstena ABCD do tejto
roviny bude §tvoruholnik A'B'C'D’ (urdujiici §tvoruholnik plochy *H z pomocného tvrdenia 3.) afinny s danym
$tvoruholnikom ABCD .

Ak takéto rovnobezné premietanie existuje, tak do prieseénika uhloprie¢ok predpokladaného Stvoruholnika
AB,C,D, vrovine y sa premietnu dva body. Jeden bod M je bodom hrany AC , druhy bod N je bodom hrany BD .

Kedze chceme taky $tvoruholnik AB,C,D,, ktory bude podobny §tvoruholniku ABCD , tak pre deliaci pomer
prislusnych bodov musi platit (AC,M,)= (Z\C_Z I\W) a (BlDlNl):(gﬁﬁ). Akedze okrem toho plati aj
3



KOSOUHLA AXONOMETRIA

invariantnost’ deliaceho pomeru v rovnobeznom premietani, tak platia aj rovnosti: (AiClM l): (ACM) a
(B,D,N,)=(BDN). Preto na zéklade deliaceho pomeru (ACM )=(ACM) a (BDN)=(BDN) mézeme zostrojit
body M a N . Rovnobezné premietanie je teda uréené priamkou MN .
Lubovolny rovinny rez hranolovej plochy *H rovinou réznobeznou s priamkou MN (nech je to rovina «) je
stvoruholnik A'B'C'D’. Z invariantnosi deliaceho pomeru v rovnobeznom premietani plati, ze (A'C'M’)=(ACM )
a (B'D'N')=(BDN). Ale potom (na zéklade rovnosti vysgic) plati aj (XC'M’)=(ACM ) a (B'D'N’)=(BDN), &o
je nutna a postacujuca podmienka k tomu, aby Stvoruholniky A'B'C'D’ @ ABCD boli afinny.
Cim je Veta 2.1 dokazana.

O

3. RekonStrukcia pravouhlej siradnicovej sistavy z jej axonometrického priemetu

Uloha: (Dohoda: axonometricky priemet utvaru je do¢asne oznateny prazkom nad pismenom.)
Nech <6 ‘EX,EY, EZ> je axonometricka stiradnicova stistava.

Zostrojte Stvorsten OE*EYE* (OE* =OE’ =OE’;OE* L OE’ L OE* L OE*) asmer premietania | tak, aby
stvorroh OE*EYE” bol rovnobeznym priemetom pozadovaného §tvorstena v smere | do roviny «.

Ak existuje Stvorsten s vy$Sie spomenutymi vlastnost’ami, tak usecky OE*,OEY,OE” su tri navzajom kolmé

polpriemery jednej gulovej plochy G (O; r = |OE”|). Aby sme mohli zostrojit’ pozadovany $tvorsten, musime
postupovat’ nasledovne:

1.) zostrojime axonometricky priemet gul'ovej plochy G s axonometrickym obrysom m,

2.) zostrojime gul'ova plochu G a osnovu premietania s priemetiiou ¢ tak, aby priemetom gulovej plochy G

bol M - budeme to riesit’ v Mongeovom zobrazeni, kde & || .

1.) Uvazujme rotaéna valcovi plochu V * | ktora ma os incidentnti so
stradnicovou osou z a dotyka sa gul'ovej plochy.

Potom V* N G = {kz}, kde k* je kruznica v rovine =, pre ktort
OE”,OE’ st navzajom kolmymi polpriemermi. Jej axonometricky
priemet k’ je elipsa so zdruzenymi polpriemermi OE*, OE’

akedze k* = V?, orbysom axonometrického priemetu tejto valcovej
plochy su doty¢nice elipsy k* rovnobezné s axonometrickym

priemetom osi V7, t.j. s priamkou Z. Ale tieto doty¢nice (oznaéme
ich 't?,’t*) st doty¢nicami aj hladaného obrysu M axonometrického
priemetu gul'ovej plochy G.

Analogicky mozno zostrojit' valcové plochy V* a VY | dostavame
teda tri dvojice doty¢nic obrysu M  gulove] plochy
vV axonometrickom premietani (na obr. nizS§ie su zobrazené iba

1fz ’lfx,Zt X )

p ' t
B

Konstrukcia doty¢nic k (nenarysovanej) elipse (dana ;
zdruzenymi priemermi AB, CD), ktoré su rovnobezné Ca '
s danou priamkou p: ; 4

P L 2;
Vyuzijeme, 7e 12 1p, C1 || B2 | p a |'tS|= [PS|= d, g /
pricom d=[12°|. Konstrukcia dotykového bodu doty&nice 3 d D
't resp. °t je zrejma z obrazka. A

4
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KOSOUHLA AXONOMETRIA

Elipsu M zostrojime pouzitim vhodnej osovej afinity f , ktord zobrazi M do kruznice m,. Os tejto afinity nech je
priamka 'f’. Rovnobeznik, vytvoreny dotyénicami t?,%t%t*,’t*, opisany elipse M sa V tejto afinite zobrazi do
kosostvorca opisaného kruznici m,. Preto uhlopriecky O1,0 Il rovnobeznika sa zobrazia do navzdjom kolmych

uhloprie¢ok kosostvorca. Dalej, ked’ze bod T * je dotykovym bodom elipsy M, ktory leZi na osi afinity 't*, tento
bod je samodruznym bodom a aj dotykovym kruZnice m,. Z tychto vlastnosti je konStrukcia O, a m, zrejma.




KOSOUHLA AXONOMETRIA

Elipsa m je urCena so svojimi
zdruzenymi priemermi
AB,CD. Na obrazku vpravo
je uz ta elpisa skonsStruovana
aje vyznadena jej hlavna KL
avedlajsia MN o0s. Smery
tychto osi sme mohli ngjst’
(okrem moznosti  Rytzovej
konStrukcie  aj)  pomocou
vlastnosti, AS

Z/N,O,K, = /N OK =90°, tj.
body 1,2 lezia na kruznici so
stredom v bode S (priesecnik
priamky {* a osi tise¢ky 00,)

a prechédzajica bodmi 0, O, .

2.) V tejto Casti treba zostrojit’
vV Mongeovom  zobrazeni  gulova
plochu G asmer premietania I, ak
mame dany priemet tejto gulovej
plochy do roviny ¢ |z, ako aj
priemety bodov E*,E”,E*. Plati veta

0 rovnobeznom priemete gulovej

plochy:

Tr=V,

RovnobeZznym priemetom gul'ovej
plochy je elipsa ajej vnutro alebo
kruh. V pripade elipsy su jej ohniska
priemetmi bodov priemeru gulovej
plochy, ktory je kolmy na priemetiiu,
vedlajS§ia os elipsy je zhodna
s priemerom gul'ovej plochy.

Nech V je dotykova valcova plocha gul'ovej plochy, ktorej tvoriace priamky st rovnobezné s |. Vieme, ze VNe=
m. Nech g|| 7. Vzhl'adom k obrysu priemetu gulovej plochy je nepodstatné, ¢i premietame gulovi plochu do

roviny  alebo do roviny s fiou rovnobeznej. Preto si rovinu 7 zvolime tak, Ze gulova plocha dotyka priemetne
7. Pravouhly priemet osi valcovej plochy Vdo 7z je incidentna s hlavnou osou elipsy M, preto si zvol'me

priemetiiu v (v L x) tak, aby |||v. Mame teda situaciu zobrazenu na obrazku vysSie. Nasa uloha je opaénym

postupom najst’ obraz gul'ovej plochy G.
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KOSOUHLA AXONOMETRIA
4. Polohové ulohy

Veta 4.1

Medzi axonometrickymi priemetmi utvarov roviny a ich axonmetrickymi podorysmi je vztah osovej afinity,
ktorej osou je priemet pddorysnej stopy danej roviny.

Dokaz:
f1 —kolmé premietanie do 7 , f2 — rovnobezné premietanie do ¢ ,
fl
(@ - () . . ' ‘
f21 | f2 teda F2(FHU™): (ar) = (agx) je afinné zobrazenie dvoch sumiestnych rovinnych poli.
(i) (a1x)

Priemet stopy pf je silnosamodruzna priamka.

Priklady st rovnaké ako v pravouhlej axonometrie — na cviceni. Ako prvé dopiste oznacenia, ktoré pouzivame pri

kosouhlej axonometrie.

N
zZ
D
F
|
I\
\ X
&y
Obr. 1b
/]
Z
\\\\\ N 0/
|
|
 a x
|
Ly
Obr. 2a

Priklady:
1) Douréte bod tak, aby: A,B,C € x (obr.1a), D,E,F € v (obr.1b), K,.L,Me u (obr.1c).
N
z
. ~ ~— - - . - e - °B
C
1
|
! X
| °
Yy A
Obr. 1a.
N
zZ
L
~ - - -~ °K
I\\
|
! X
1
Y .
M
Obr. 1c

2) Douréte priamku a jej existujuce stopniky, ak: acm,bcv,ccuy,dcrecv,fcraf|y,gcvag]|x,hcuahlz (obr.2a-h).
Vyznacte Cast’ priamky, ktorda leZi vo viditeI'nej ¢asti priestoru s hranicou v rovinach m,v,u.
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Obr. 2b Obr. 2¢

Y
Obr. 2d Obr. 2e
|z
z
\\\ \V\
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KOSOUHLA AXONOMETRIA

Obr. 2h Obr. 3a

3) N4jdite existujuce stopniky priamky a zostrojte prvl premietaciu rovinu priamky (obr.3a-e).

Obr. 3b Obr. 3c

Obr. 3d Obr. 3e
10



KOSOUHLA AXONOMETRIA

4) Dour¢te priamku tak, aby lezala v danej rovine (ktora je uréend bud’ jej stopami alebo jej troma bodmi) (obr.4a-g).

Zy

/
\|/ z
C

Obr. 4a

Obr. 4c Obr. 4d

Obr. 4e Obr. 4f
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Obr. 49 Obr. 5a

5) Douréte bod tak, aby lezala v danej rovine (ktora je uréena bud’ jej stopami alebo jej troma bodmi, priCom v pripade 5d rovina je
rovnobezna s 7 a prechadza bodom D) (obr.5a-¢).

Obr. 5b Obr. 5¢
z B
P C

A :
\Rl /,’ *~\§§§ C
: P ——__.2— 1
X A"‘—: ——————
Vs y !
Obr. 5d Obr. 5e

12



KOSOUHLA AXONOMETRIA

6) Zistite vzajomnu polohu priamok (obr.6a-g).

Obr. 6a Obr. 6b

Obr. 6¢ Obr. 6d

Obr. 6e Obr. 6f

13



KOSOUHLA AXONOMETRIA

N

Obr. 6g Obr. 7a

7) Zostrojte rovinu prechadzajiicu bodom L , rovnobeznt s rovinou @ (obr.7a,b). Zistite vzajomnu polohu rovin @ a S, ak tieto roviny st
prvé premietacie (obr. 7¢) alebo tretie premietacie roviny (obr. 7d). Zistite vzajomnu polohu rovin @ a 3, ak 8 je prva premietacia rovina
(obr. 7e).

m
\L\
| ¢

P S N

Obr. 7b Obr. 7c

Obr. 7d Obr. 7e
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8)

15

Zistite vzajomnu polohu priamky a roviny. Rovina na obr. 8c je prva premietacia rovina.

z

Obr. 8a Obr. 8b

Obr. 8¢ Obr. 8d

Obr. 8e Obr. 8f
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5. Metrické ulohy
RieSenie uloh v rovine je zaloZena na vete:
Veta 5.1

Kazda afinitu dvoch rovinnych poli mozno vyjadrit’ v tvare kompozicie podobnosti a osovej afinity (v
I'ubovol'nom poradi), priCom za os afinity mozno vybrat’ l'ubovol'nt priamku prisluSného rovinného pola.

Nech a je 'ubovol'na rovina. Potom rovnobezné premietanie f: (@) — () je afinnym zobrazenim prislusnych
rovinnych poli. Rozlozme podla predchadzajtcej vety: h: (@) — (&) — podobnost’, g: (&) = (a)) — vhodna
osova afinita v &, potom f = g(h).

Pre kazdu rovinu a (a 4 €, a ¥ s) plati: existuje rovinné pole (@) tak, ze (@)~(a) a (@) = g(ay), kde g je ta
vhodna osova afinita v €.

Dourcenie afinity g uvedieme osobitne pre nasledujice pripady roviny a:
A.) je pomocna priemetna
B.) je 1., 2., 3. premietacia rovina (t.j. je kolma na m, v, u)
C.) ma vSeobecnu polohu.

!!!'Ziadne otacanie roviny !!! Konstrukcia podobnych tutvarov s origindlom, nie zhodnych!!!

Kosouhla axonometria bude dané nasledujiicim spdsobom:
KA. (¢, ;e el ef), kde ¢ = |AEYOLE)| ayp = |4E]) O EF|

A)) a je pomocna priemetiia, napr.
1.spdsob:

2.spdsob:
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B.) a jel., 2, 3. premietacia rovina, kolma na napr. =
K.A. (120°,120°; 4.5j,4j, 3.5)), or| O Xk | = 2, or|0, Y| = —1
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C.) a jevo vseobecnej polohe
K.A. (120°,120°; 3/, 3.5j, 3)), or|0, X | = 5j, or|0,Yy| = 5.5j , or|0Z, | = 4j
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6. Kolmica na rovinu
Veta 6.1

Ak pozname v rovine a l'ubovolny pravouhly rovnoramenny trojuholnik, tak existuje afinna konstrukcia
priamky roviny «a, ktora je kolma na 'ubovolni zvolent priamku tejto roviny, invariantna vzhl'adom na
rovnobezné premietanie.

Dokaz: konstrukény-2 sposoby
Dany je trojuholnik AABO, 4A0B = 90°, |OB| = |0A| a priamka p.
1.spdsob:

1) A (AA°0) = —1

2)1:1€04,B1 1 p

3)2:2€0B,12 Il AB

= A2 1 p, lebo v trojuholniku A1BA’ je bod 2 ortocentrum

P

2.spdsob:
1) A% (A4°0) = —1 4
2)1:1€04,B1 1 p
3)2:2€0B,12 I AB 2
= A2 1 p, lebo v trojuholniku A1BA’ je bod 2 ortocentrum

Uloha 6.1.

K.A. (120°,120°; 3.5j, 5j, 4j). Zostrojte kolmicu k na rovinu a prechadzajicu bodom 0, ak a = (1—70 e,ge,% )
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Veta 6.2

Afinita dvoch rovinnych poli (@), (a) je podobnost’ prave vtedy, ak zachovava aspon pravé uhly, ktorych
ramend nepatria do tych istych osnov priamok.

Na zaklade toho mozno podobnost’ (@)~ (a) V pripade roviny vo v§eobecnej polohe zostrojit’ nasledovne:
K.A. (120° 120 4j, 3.5], 5/), or|0x X | = 5j, or|0,Y:| = 5.5] , or|0xZy| = 4j
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