STREDOVE PREMIETANIE

II. STREDOVE PREMIETANIE

1. Zakladné pojmy, obraz bodu

Zakladom tejto metddy je premietanie z vlastného bodu Euklidovského priestoru na rovinu.
Definicia 1.1

hlavna priemetiia — rovina x Uz cv - stred premietania — 'ubovol'ny vlastny bod S ¢ v
stredovo premietacia priamka bodu M — M =MS ak M e E*, M =S

stredovo premietacia rovina priamky ac E® — 12 = as
stredovy priemet bodu M cE* — M_=I" nv

stredovy priemet itvaru U c E® — mnoZina stredovych priemetov vietkych bodov ttvaru U
kolmo premietacia priamka boduM— 1" Lv aM el

hlavny bod — S, - kolmy priemet bodu S do v, tj. I° nv - distancia — d :|Sv| =y°®
di§tanéna kruznica - k° =(S,,d) - diStan¢néd rovina— o:Seonolv
smerova priamka priamkya— a':Sea’'a a’' ||a - smerova rovina roviny « — &':Sea’'n o' ||a

AE
A Zakladnou invariantnou vlastnost'ou stredového
# premietania je zachovanie incidencie utvarov a

____ zékladnym ¢iselnym invariantom je dvojpomer
=5 usporiadanej Stvorice kolinearnych bodov.
P /// Na dosiahnutie bijekcie priradime bodu M e E*jeho kolmy
| 7 priemetdo v.
/ Veta 1.1
Pre kazdy bod M e E® (M ¢1°) sa body M,,M_, S,
kolinearne.
Dokaz:

Veta 1.2

Zobrazenie ¢:E® —vxv, pre ktoré plati 9:M —(M_,M,) a S, e MM, alebo M_ =M, #S,, je pre
vietky body (s vynimkou bodov priamky | *) bijektivnym zobrazenim.

Dosledok: Metoda stredového premietania je urcend priemetiiou a diStanénou kruznicou.
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STREDOVE PREMIETANIE
Uloha 1.1; V metode SP[ S(0,5,4),v] zostrojte stredové priemety bodov A(— 2,—2,—2), B(4,2,3), C(— 4,0,9),
D(3,7,2), E(-15,2), F(0,2,4).




STREDOVE PREMIETANIE
Uloha 1.2: V metode SP[ S(S,,d),v ] zobrazte nevlastny bod priamky AB, A(AS A, ), B(Bs, BZ)

2. Obraz priamky

Stredovy priemet priamky je uréeny stredovym priemetom dvoch r6znych bodov tejto priamky. Uvazujme dva
Specialne body:

Definicia 2.1

- stopnik priamky a— P* =anv

- ubeznik priamky a— U’ =anQ (Q je nevlastna rovina), U? stredovy priemet je vlastnym bodom

priamky a,

- protiubeznik priamky a—- V°® =ano
- protil’ahla rovina — rovina ¢’ simerne zdruZzena s rovinou o podla priemetne v

Kazda priamka v priestore bude ur¢ena usporiadanou dvojicou a = (P%,Ug). Pomocou toho budi uz aj body
priamky [5 urdené, a to so svojim stredovym priemetom a obrazom l'ubovolnej priamky, ktora tymto bodom
prechadza.

MozZnosti, ktoré mozu nastat’:

a) akv AS¢&a = P%UZsudvarodzne vlastné body

b) bkv A SEb = PP =U? = b, je vlastny bod

C) cllv Acetgv = P°=U$ =c, jenevlastny bod,
Vv takom pripade priamka bude dana zvyc¢ajne pomocou
I'ubovolnej roviny, v ktorej lezi

d) d cv = P4 je lubovolny bod priamky d; a
U¢ = U4 jej nevlastny bod

Plati:
Orientované vzdialenosti: |P™UM™| = [V ™S]| a [Vmp™m| = |SUM|
Ak oznaéime {W™} = ¢’ n'm, tak pre W™ plati (U"P™W") = —1

Ak X, je vnutornym bodom tsecky P™UM, tak je stredovym priemetom bodu ,,za“ priemetiiou v

Ak Y; lezi na tej polpriamke so zaciatkom P™, ktory neobsahuje bod UJ", tak je stredovym priemetom bodu
,medzi“ priemetiiou v a diStan¢nou rovinou o

Ak Z, lezi na tej polpriamke so zaciatkom U{", ktory neobsahuje bod P™, tak je stredovym priemetom bodu ,,pred*
diStan¢nou rovinou o
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STREDOVE PREMIETANIE

Plati:
|S, UM = d. cotg o,
kde ¢ = amv

Dosledok:

Mnozina ubeznikov
vSetkych priamok

s odchylkou |¢] je
kruznica priemetne so
stredom v hlavnom
bode a polomerom

d. cotg|p].

Uloha 2.1: V metdde SP[ S(S,,d),v ] je dand priamka m = (P™, UI™) . Uréte uhol zhodny s uhlom zmv a dizku

I'ubovolnej usecky AB € m.



STREDOVE PREMIETANIE
3. Obraz roviny

Definicia 3.1
- ubeZnica roviny a— U* =anQ (Q je nevlastna rovina), u stredovy priemet je vlastnou priamkou

protiubeZnica roviny a— V' =ano - stopa roviny a— p* =anv

hlavna priamka roviny o — h*

p“ - spadova priamka roviny o — s* | p“”

hlavny tbezZnik roviny o — U “ ubeznik spadovych priamok roviny «

Veta 3.1
Zobrazenie f :a — (p“ : us“) mnoziny vsetkych rovin v E® rdznobeznych s priemetiiou je bijekcia

Pomocou tejto vety mézeme zobrazit’ 'ubovolni priamku m ||v tak, Ze nou prelozime 'ubovol'nt rovinu « (ktora

nie je rovnobezna s priemetiiou). Takll rovinu nazyvame nositel’kou priamky m .
Oznacenie: m=(m,, p“,uf)

Plati:
e Orientované vzdialenosti:
|Sv¥| = lugp®|, [v¥p*| = |Sudl;

e body rovinného pasa medzi p* a ug
su stredové priemety bodov roviny «
,»Za' priemetiou;

« body polroviny s hranicou p%, ktora
neobsahuje ug st stredové priemety
bodov roviny a ,,medzi“ v a o;

« body polroviny s hranicou ug, ktord //
neobsahuje p® su stredové priemety °
bodov roviny «a ,,pred” o;

e necha = (P*,U%), b = (P?,UD),
a=(p%ud), =) =

Halbe U =Ub

2) a a b su rd6znobezné <
PePP | USUL, U # U?

3) a a b st mimobezné <
PePP } UgUP

Haca s Prep® ANUS eud

Salla(a¢ a) = UL cul

B

)all B = ud =u;



STREDOVE PREMIETANIE
Uloha 3.1: V metode SP[ S(S,,d),v ] je dan4 rovina a@ = (p%, u%). Zostrojte hlavny tibeznik roviny a uhol zhodny

s uhlom zav.

Priklady:
1. Uréit priamku M = AB, t;. zostrojit P™ aU[", ak
) A=(A,P*,U?), Aca, B=(B,,P°,U°),Beb




STREDOVE PREMIETANIE
o A=(P*,U?) Acanc, B=(P*,U°),Bebno

2. Uréit rovinu & = MM, tj. zostrojit pa a U:‘ , ak:
aM=(M,P*U?)Mea, m=(P",U")

m



STREDOVE PREMIETANIE
o M=(M,,P U Mea m=(p’ uf)mc fno

3. Zostrojte priesecnicuroviny « a 5, ak M € B A B Il v, pricom M = (M, P4, U3) aa = (p%, ud).
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4. Zostrojte prie¢ku I' mimobeziek @ a b, rovnobeznii s priamkou |, ak:

a)a=(P*,U?) b=(P*,U’). 1=(2U!)

S

b) a:(p“,u;"), acano, b:(Pb,Uf), I =(?,U;)
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5. Zostrojte priecku I' mimobeziek a a b, incidentnti s bodom M , ak:

»a=(P,U?) b=(P"U’), M=(M_,P"U"), M em
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4. Metrické ulohy

Podobne ako vinych zobrazovacich metédach, aj metrické ulohy v stredovom premietani su konsStruované
pomocou otacania roviny do priemetne alebo urovne.
Nech a je 'ubovol'na rovina, ktora nie je incidentna s bodom S a nie je rovnobezna s v. Uvazujme kolmy priemet
tejto situacie:

i Oto¢me rovinu a okolo svojej stopy do roviny v. Oto¢enie roviny do
v / priemetne mozno nahradit’ rovnobeznym premietanim.
AK h je stredové premietanie h: (@) — (@) a g rovnobezné
premietanie g: (a) - (a,) , potom

h
(@) - (a5)
t Y7, S gl v af =g (a;) » (ay) je kompozicia dvoch
Uy o P V, (ao)

stredovych premietani so stredom vo vlastnom bode S a so stredom vo nevlastnom bode. Teda f je homologia
sosou @ Nv = p% astredom S, v priesecniku spojnice oboch stredov premietania s priemetiiou. Bod S, je otocena
poloha bodu S v rovine a” do v okolo uf.

Veta 4.l
Medzi stredovymi priemetmi bodov roviny @ (S € @ A a K v) aotoCenymi polohami bodov v otacani
roviny a do priemetne, je vztah perspektivnej kolineacie, ktorou osou je stopa p® roviny «a, stredom je
otoCena poloha stredu premietania v otacani smerovej roviny a” (do priemetne) ajednou ubeznicou je
ubeZnica roviny uy.
Poznamka: Ubeznicou rovinného pola (ag) je u& , ubeznicou rovinného pola (a,) je otodend poloha
protitibeznice v*. Plati, Ze orientované vzdialenosti: |Soud| = |v§p“®|. Bod S, zostrojime v oto¢eni @’ do v okolo
ud, t.j. polomer otacania je |SU;|, ktory mozno ziskat' v sklopeni kolmopremietacej roviny smerovej priamky s
spadovej priamky.

Uloha 4.1: V metdde SP[ S(S,,d),v ] je dan4 rovina a = (p%, u%). Zostrojte otoéent polohu l'ubovolného bodu A
roviny.
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STREDOVE PREMIETANIE
Uloha 4.2: V metode SP[ S(S,,d),v ] je dana rovina a = (p%, u%). Zostrojte priamku kolmii na rovinu a

a prechadzajucu jej 'ubovolnym jej bodom A € a. Na kolmici zostrojte bod B tak, aby sa dizka usecky |AB|
rovnala 2j.

Vietky priamky k kolmé na a s navzajom rovnobezné, preto maju spoloény ubeznik U¥, je to stopnik smerovej
priamky k’. Zostrojime to pomocou sklopenia kolmo premietacej roviny tejto smerovej priamky, €o je stcasne aj
kolmo premietacia rovina smerovej priamky spadovych priamok roviny.
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STREDOVE PREMIETANIE
5. Deliaci bod, deliaca kruznica

Uloha 5.1:
V SP [S(S2 ,d ),V] zistite vzdialenost bodu A priamky a od svojho stopnika. Potom naneste na priamku a

od bodu A pét’ jednotiek.

o

o

Obr. 1

Na obr.1 je zostrojena vzdialenost’ bodov A a P® dvoma sposobmi:

1. sklopenim kolmo premietacej roviny priamky a, pricom sme vyuzili, Ze tato rovina ja rovnobezna s kolmo
premietacou rovinou A smerovej priamky a’ priamky a, teda ‘PaA‘ = ‘Pa[A]‘;
2. pomocou tzv. deliaceho bodu S’, ktorého konstrukciu vysvetlime niZsie.

Uvazujme l'ubovol'nt rovinu « , incidentnti s priamkou a , teda
zostrojime priemety stopy p“ a ubeznice u_ tejto roviny, pricom
P®ep”, U eu?.

13



STREDOVE PREMIETANIE
V rovine a oto¢ime priamku a okolo svojho stopnika tak, aby

oto¢ena poloha lezala v priemetni v, t.j. oto¢ime na priamku p“.
A ked’Ze otocena poloha A’ bodu A, lezi v priemetni,
vzdialenost’ ‘ p? A‘ = ‘ PeA ‘ .

Avsak kazdé otoCenie v rovine mdzeme previest’ na rovnobezné
premietanie Vv tejto rovine, pricom v naSom pripade smer
premietania je kolmy na niektoru z osi uhla priamok aa p“.

Ku konstrukciu rovnobeznych priemetov bodov roviny «
V tomto premietani potrebujeme ubeznik smeru premietania,
ktory zostrojime v Smerovej rovine ' roviny « .

Teda S'cuf a SS'|AA" aplati US| =[UZs
je tato dizka zostrojena pomocou kolmo premietacej roviny 1
smerovej priamky a’ priamky a. Preto S’ =u? nA*, kde A®
je tzv. deliaca kruZnica prisluchajuca k priamke a a je to

, priCom na obr.1

kruznica so stredom v bode U2 a polomerom rovnej dizky ‘U : (S)‘ :

Pomocou deliaceho bodu mézeme zostrojit’ aj napr. Stvorcovu siet’ v rovine z tak, aby strany Stvorcov lezali na
hlavnych a spadovych priamkach roviny. Na obr.3 st eSte zostrojené aj niektoré jednotkové kocky.
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