1) Nech d; a d, st metrické priestory na mnozine X . Su funkcie

a) dy(x, y)+d,(x,y) b) max {1,d,(x, y)} ¢) min {1,d,(x,y)}
metrikami na X ?

2) Nech X =R? anech d(x,y)= (\/|x1 vi| + /% y2|)2. Je (X,d) metricky priestor?

3) Nech X =R. Zistite, ¢i nasledujuce funkcie st metrikamina R :

a) d(x,y)=arctg|x—y| b) d(x,y)=1/x-Y| ¢) d(x,y)=|x-y"

4) Nech X = N . Je tato mnozina metricky priestor, ak k nej dana vzdialenost’ je pre vSetky k,me N
definovand jednym zo vztahov:

a) d(k,m)=k—m| b) d(k,m)=|k?* —m’|
0 ak k=m
¢) d(k,m)=|k —m’ d) d(k,m)=
L Ak k#m
1+min{k,m}

5) Zistite, ¢i dané funkcie su metrikami v R" (n>2):
a) d(x,y)=]x} = yi[+[xs - y3|+.. +[x3 - ¥
b) d(x,y) =[x, =y, [+ = y3|+...+[x} -y

6) Nech ¢:(0,00) > R je taka spojita funkcia, ze ¢’ >0, ¢" <0 na (0,%), ¢(0)=0. Potom funkcia
d:RxR— R definovan predpisom d(x,y)= ¢Qx— y|) je metrikou na R . Dokazte!

7) Nech Cl<a, b> je mnozina vsetkych spojitych funkcii na intervale <a, b>, ktoré maju spojitt derivaciu.
Definujeme na C' funkcie:
a) d,(f,g)= sup|f x)|+ sup|f (x)-g'(x)

b) d,(f,g)= supﬂ g'(x)).

xe(a,b)
Dokazte, ze funkcie d, a d, st metriky na Cl<a,b>.
8) Dokazte 2. trojuholnlkovu nerovnost’, ktord plati v l'ubovolnom metrickom priestore:
d(x,y)-d(z,y)<d(x z)

9) Nech d, dT , O, st metriky v R" definované nasledovne:
d(xy)= Z(Xi -v), dr (x, y)=Z|Xi—yi|, d_ (xy)= TE%(|X |
E =

Dokazte nerovnosti:

a) d(x, y)<d;(x,y)<nd(xy)
J— d(X ¥) < dp (%, y) < d(x,y)
0) dp, (X Y) < dr (X, y)<nd, (X y)

Na zéklade tychto nerovnosti dokazte, ze metriky d, d;, d_, st ekvivalentné.

10) Ukazte, ze k ekvivalentnosti metrik d,, d, definovanych na priestore X staci, aby existovali kladné
konstanty a, b tak, ze pre vSetky X,y € X plati a.dl(x, y) < dz(x, y) < b.dl(x, y). Ukazte, ze tato podmienka
nie je nutna k ekvivalentnosti metrik d; a d,!



11) Dokézte, Zze metriky
dy(f,9)= s<up;>| f(x)—g(x)+ s<upb>| f'(x)-g'(x) a

d,(f,g)= ng%(l f (x)= g () +[ ()~ g'(x))

definované na mnozine Cl<a, b> ( priestor spojitych funkcii na intervale <a, b>, ktoré tam maju aj spojitt
derivéciu) st v tomto priestore ekvivalentné.
12) Pre kazdé celé ¢islo a >0 definujme na NxN (N = {1,2,...}) funkciu d, nasledujicim spdsobom:

d.(n,n)=0 pre vneN, d_ (m,n)=a+

pre Vm,ne N, m=n. Ukéazte:
n
a) d, nie je metrikou,
c) d,,pre a>1 je metrikana N,
b) pre vsetky a,b>1 st d, a d, ekvivalentné metriky.

n

13) Dokazte, Ze postupnost’ {x(k)}f:l bodov z R" s metrikou d(x,y)=/>"(x -y, ) konverguje k bodu
i=1

Xo = (Xf, Xo sy Xg)e R" prave vtedy, ak plati i|<im Xi(k) =x’ pre vietky i =1,2,...,n (L. v euklidovskych
priestoroch postupnost’ bodov konverguje prave vtedy, ked’ konverguje po suradniciach).

n 2
14) Vypo¢itajte limitu postupnosti v R®: Iim(n 11,(n+2j n +7J,

el /0.1 \n+3)  n+1

noo2
Je mnozina 1 , n+2j ,n il ‘ne N} uzavreta v R*?
V0.1 \n+3 n+1

15) Definujte otvorent gul’u v metrickom priestore (X,d). Dokazte, 7e kazda otvorena gula v X je otvorena
mnoZinav X .

16) Definujte uzavreti gul'u v metrickom priestore (X,d). Dokazte, e kazda uzavreta gula v X je uzavreta
mnozinav X .

Priklad 1.2. Nech 2* € R?, 2% = (&, . Ck)- kde

2

b= VE  m=nt "—1+1k
k= ) f!k—gk- Ck = i)

4 . 00 - ¢ . w . a e s .
Je postupnost {J.'f'l”}k:l konvergentna v R3? Ak ano, ¢o je jej limita?

Riesenie: 7 predchadzajiceho kurzu analyzy uz vieme zistif, k comu konver-
guju postupnosti {1721, {me}i a {G ey v R:

& — 1, e — 0, (. — e pre k — oo,

teda uvazujme bod a = (1,0,e) € R?. Kedze

2

. . . : 5 rk2\2 1\ k 2\ 1/2
Y (e (o R (R B M)

z definicie 1.3 vidime, Ze postupnost {.::!'I‘}?_l je konvergentna v R? a konver-
guje k prvku a = (1,0, e).



1.7.

1.8.

1.9.

Rozhodnite, ¢i podmnoziny M € B3 s euklidovskou metrikou st otvo-
rené, nzavreté, ohranié¢ené, ¢i majin hromadné body, ak

(a) M=RxQxZ,

(b) M=RxQxQ,

(¢) M=Rx(0,1)x(0,1),

(d) M =Nx{0,1) x {0}.

Pre podmnoziny A C R? uréte Int(A), A a A, ak
(a) A=NxQ,

v e ] 5]

n=1 n=23 i=3 i=0

(c) A= ﬂ(_ (ﬁ) ,\f4n+13n) < [ Q—RZE—T .
n=1 n=1 i=0

Ktoré z tychto mnozin sa otvorené a ktoré uzavreté?

Najdite hromadné body postupnosti {"En}nmzl v R™, ak

n n+1 (-n';r) sin 1 ( —n )ﬂ
s ] = -] . N 1 .
(2) * ( mn oS 2/ n * 1+n i

) o= (L vmn)

(¢) z="= (% cos (%) % sin (??))___

(d) "= (nzl cos (%)ni—l sin(n;),%).

(e) «="= (1,2+n,3arctann,ta,11(n2+1?r)),
n n

0 = (G- ()



