Vybrané kapitoly zo Statistickej fyziky

Priklady z cvicenia

cviko bolo 13.5.2019

matica hustoty, doplnky k Statistickej fyzike

Akékol'vek otézky smelo smerujte na juraj(a)tekel (b)gmail(c)com

Matica hustoty

Priklad 1 (Matica hustoty pre dvoj hladinovy
systém.). Majme dvoj hladinovy systém, v kto-
rom bazové stavy oznacime ako |1) a |0). Okrem
toho zavedme oznacenie

o) = —= (11) +10)) , |b) = —=(|1) —

0) - (1)

1 1
V2 V2
a. W Ako vyzera matica hustoty pre ensambel,

ktory obsahuje

e iba stavy |1),
e iba stavy |a),

e stav |1) s pravdepodobnostou p a stav
|0) s pravdepodobnostou 1 — p,

e stav |1) s pravdepodobnostou 1/2 a
stav |a) s pravdepodobnostou 1/2.

b. B Vypocitajte Tr(p) a Tr (p2) pre ma-
tice z predchadzajicej tlohy a overte, Ze
pre strednii energiu dostaneme zo vztahu
Tr (pH) ocakavany vysledok.

c. Stavy |a), |b) tvoria tiez bazu. Vyjadrite ma-
tice hustoty z tlohy a. v tejto baze a zopa-
kujte pre ne ast b.

Priklad 2 (O matici hustoty.). Ukazte, Ze pre ma-
ticu hustoty

p=3"|a)ps (x (2)

plati
Tr (p) =1 (3)
A =Tr (pA) (4)
[ | Tr( 2) <1 (5)
mTr(p 2) =1 < p reprezentuje Cisty stav. (6)

Priklad 3 (Entropia kanonického suboru a matica
hustoty.). Entropia sa pomocou matice hustoty p
pocita ako

S =—kTr(plogp) . (7)

Pre maticu hustoty kanonického suboru

Z!n

ﬁEn

p= (8)

ukazte, ze plati vztah S = (F — F)/T.

Entropia

Priklad 4 (O entropii informac¢ného zdroja.).
Skuiimajme rychlost ¢astice plynu v jednom roz-
mere.

a. Akd  hustota pravdepodobnosti  fi(v)
pre tuto rychlost maximalizuje entropiu
S = (log f1>f1, ak je dana stredna velkost
rychlosti ¢astice (|v|) = u?

b. Aké je hustota pravdepodobnosti fo(v) pre
tuto rychlost maximalizuje entropiu S, ak
je danéd stredné kinetickd energia Ccastice
(mv?/2) = mu?/2?

¢. Ktora z tychto dvoch informacii ndm posky-
tuje viac informacii o rychlosti ¢astice? (Zau-
jima nas teda rozdiel vyslednych entropii v
oboch pripadoch.)

Priklad 5 (O entropii ¢iernej diery.). Entropia
Ciernej diery je priamo timerné druhej mocnine jej
hmotnosti. AK4 je zavislost jej teploty a jej tepel-
nej kapacity od hmotnosti?



Variacné metody

Priklad 6 (Extremalizovanie entropie bez vé-
zieb.). UkaZzte, Ze extremalizovanim entropie do-
staneme rovnomerné rozdelenie (mikrokanonické)
a ze Lagrangeov multiplikdtor stuvisi s entropiou.

Priklad 7 (Extremalizovanie entropie s vézbou
na stredni energiu.). Ukazte, Ze extremalizova-
nim entropie pri fixovanej strednej hodnote energie
dostavame kanonické rozdelenie a Ze Lagrangeov
multiplikdtor sivisi s teplotou.

Priklad 8 (Extremalizovanie entropie s vézbou
na strednu energiu a disperziu energie.). Ukazte,
7e extremalizovanim entropie pri fixovanej stred-
nej hodnote energie a strednej hodnote disperzie
energie dostavame nejaké divné rozdelenie. S ¢im
v tomto pripade suvisi Lagrangeov multiplikator?

Priklad 9 (Kanonické rozdelenie revisited.). Lag-
rangeovskou varidciou ukaze, ze ak pri zadanej
viizbe Y p; = 1 extremalizujeme F = E — T'S do-
staneme kanonické rozdelenie. Ukéazte tiez, aky
je vyznam multiplikdtora. Ak4 je hodnota volnej
energie v tomto systéme?

Klasicka a kvantova Statisticka fy-
zika

Priklad 10 (M Faktor 1/(27h) revisited). Majme

jednorozmerny harmonicky oscilator.

a. Ako vyzeraju pre zadanu hodnotu energie
krivky (klasického) ¢asového vyvoja vo fazo-
vom diagrame. Aku plochu ohrani¢uja?

b. Kolko stavov s energiou E alebo menSou ma
kvantovy harmonicky oscilator?

c. Na aku velku plochu v klasickom fazovom
priestore pripadé jeden stav, aby sme v pred-
chadzajicich dvoch Castiach dostali kompa-
tibilné vysledky?

Priklad 11 (Faktor 1/(27h) naposledy.). V kvan-
tovej Statistike je Statistickd suma dana ako stopa

matice! R
Z=Tu (e—ﬁH ) , 9)

kde H = p?/2m + V(&) je hamiltonian systému.
Uvazujeme jednorozmerny pripad. Majme tplny
systém stavov s ostrou hodnotou polohy a hyb-
nosti |z) , |p)

[sle) ol = [ aplo) o1 =i (10
| ez’pr/h ( )
xTlp) = . 11
(elp) =7~
Ukazte, ze v limite malého h prejde (9) na
_ [ 3P prEn | (12)

B \V2mh

Priklad 12 (Mikrokanonicky plyn volnych cas-
tic). Majme plyn N nerelativistickych ¢astic v ob-
jeme V| ktoré navzajom neinteraguji a ktoré majua
fixovanu energiu E. Néjdite jeho entropiu integro-
vanim v klasickom fazovom priestore. Porovnajte
s kvantovomechanickym vysledkom.

Priklad 13 (B Kanonicky plyn volnych ¢astic).
Majme plyn N nerelativistickych ¢astic v objeme
V pri teplote T', ktoré navzijom neinteraguja.

a. Najdite jeho Statistickti sumu, volnt energiu
a entropiu integrovanim v klasickom fazovom
priestore.

b. Aky je tlak na plyn? Aky je vztah medzi
strednou energiou a tymto tlakom?

Priklad 14 (Klasicka Statistika harmonického os-
cilatora.). V tejto tlohe nas bude zaujimat jedno-

rozmerny linedrny harmonicky oscilator pri teplote
T.

a. Najdite Statistickt sumu kvantovomechanic-
kého oscilatora, s¢itavanim cez energetické
hladiny. Najdite jeho voInu energiu.

b. M Najdite statisticki sumu klasického oscilé-
tora integrovanim vo fazovom priestore. Naj-
dite jeho volnu energiu.

c. Ukazte, Ze v klasickej limite prechadza kvan-
tovy vysledok na klasicky. Pri akych teplo-
tach je kvantovy oscilator dobre opisatelny
klasickym?

1V tomto priklade budeme dévat striesky nad operatory, lebo sa to ukaZe uZitocné.



Priklad 15 (Gibbsov paradox).  a. Ukazte, ze
Statistickd suma jednej volnej klasickej ¢as-
tice je

Z) = (2rmkT)*? . (13)

(2mh)3

b. Rozmyslite si, ze pre plyn N rozlisitelnych
Castic plati Z = Z{ a vypocitajte volnt
energiu takéhoto plynu.

c. Uvazujme teraz dva takéto plyny oddelene,
v rovnovahe s tym istym okolim. Ukazte, Ze
neplati F(2N,2V) = 2F(N,V). Avsak ak
plyny spojime, stav sdstavy sa nezmeni a
mali by sme dostat, Ze volné energia po spo-
jeni je sucet volnych energii pred spojenim.

d. Ukaite, Ze ak zoberieme Z = Z{ /N! prob-
lém sa vyriesi. Rozmyslite si, Ze to zodpoveda
nerozlySitelnosti ¢astic plynu.

Priklad 16 (Rota¢né stupne volnosti kvantovo).
Majme klasicky plyn N dvojatémovych molekal v
objeme V', ktoré moézu okrem posuvného pohybu
vykonavat aj rotaény pohyb, ale navzajom neite-
raguju. Okrem toho st v rovnovahe s tepelnym re-
zervoarom s teplotou T'. Rota¢ny pohyb jednej mo-
lekuly je podla kvantovej mechaniky kvantovany a
mozné hodnoty momentu hybnosti molekuly st

L=mJ/Il+1),1=01,..., (14

pricom [-ta hladina je 2] 4+ 1-krat degenerované.

. Zapiste Statistickti sumu pre rota¢né stupne

volnosti jednej molekuly. (Pripomienka :
E=1%/(2]).)

.V limite velmi vysokych teplot prejde tato

suma v semiklasickom priblizeni na integ-
ral. Vypocitajte ho a porovnajte s vysledkom
predchadzajicej tlohy.

.V limite velmi nizkych teplot si v tejto sume

zahra iba prvy ¢len (preco?). Aky to mé do-
sledok pre dynamiku plynu.

. Pomocou Euler-McLaurinovho vzorca dopo-

¢itajte niekolko d'alsich korekeii. Tento vzo-
rec hovori, Ze pre funkciu f(z) sa da suma
>~ f(n) vyjadrit nasledovne

b

b
> ) = [ daf(e)+ ;5 [fa) + 70)

n=a

B (peicn oy @ien)

kde B,, st Bernouliho ¢isla. (Viac rad pre-
zdradi Google.)

. Najdite v tabulkédch numerciké hodnoty vy-

stupujucich veli¢in pre niektoré plyny a
skiste si rozmysliet, pri akych teplotach
mozno pouzit klasické pribliZenie, pri akych
teplotach je rotacny pohyb molekal zamrz-
nuty a ako presny je pri danej teplote vyraz
dany iba niekol’kymi ¢lenmi v tlohe (d).



