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Metropolisov algoritmus, doplnky k termodynamike

Akékol'vek otézky smelo smerujte na juraj(a)tekel (b)gmail(c)com

Metropolisov algortimus

Priklad 1 (Metropolisov algoritmus ako genera-
tor ndhodnych ¢isel). Majme nahodnt premennt
x, ktora je rozdelena podla rozdelenia pravdepo-
dobnosti p(x). Zostrojme nasledujicu postupnost
hodnét nahodnej premennej {x;},i = 1,...,N.
Zacnime s nejakou hodnotou xp, na zaklade al-
goritmu ktory bude Specifikovany neskor zvolme
testovaciu hodnotu x; a urobme pomer
_ p(zt)

p(zo)

(1)

Potom vyberieme nahdoné ¢islo ¢ z intervalu (0, 1)
a ak a > g, za x1 zvolime x4, ak o < ¢ za x1 zvo-
lime x¢. Rovnaki postup opakujeme postupne pre
dalsie x;. D4 sa ukazat, Ze rozdelenie takomto su-
bore hodnot {z;} konverguje k p(z), t.j. ze vy-
brat nahodne z tohto stboru je to isté ako vybrat
néhodne zo v8etkych moznych x podla rozdelenia
pravdepodobnosti p(x).

a. Rozmyslite si, ze pre generovanie postup-
nosti nepotrebujeme poznat normalizaciu
p(x). Preco je to dolezité?

b. Rozmyslite si, Zze pre x stav v kanonickom
stubore a p(z) prislusné rozdelenie pravdepo-
dobnosti takto dostaneme algoritmus z pred-
nasky.

¢. Za nadhodnd premenni zvolme celé ¢isla Z
a X
zoberme néhodny krok velkosti 1 vpravo
alebo vlavo. Takyto algoritmus vygeneruje
pre p(zr) = e—?/2 postupnost celych ¢&i-
sel rozdelenych podla Gaussovho rozdelenia.
Overte to pocitacovym programom. Skiste,
ako vas vysledok zavisi od volby N a ako to
vyzera, ked budete ¢isla x volit na Giselnej
osi hustejsie.

0. Za algoritmus generovania xy

d. Naprogramujte aj dvojrozmerny pripad, pre
r1,T2 € R Algoritmus generovania testo-
vacieho bodu skiste ako

e krok nahodnym smerom velkosti 1,

e krok velkosti 1 nahodne doprava alebo
dolava a potom krok velkosti 1 né-
hodne hore alebo dole.

Porovnajte vysledky, funguji oba spodsoby
generovania rovnako dobre?

e. Vyskusajte rozne iné rozdelenia p(z), napri-
klad aj také, kedy neviete najst generator
metodou inverzna k primitivnej. Kedy fun-
guje Metropolis lepsie, ako tato metoda?

Treba upozornit, Ze tato implementacia je trochu
naivna a program moéze mat niekolko problémov,
ktoré potom treba riesit sofistikovanej$im postu-
pom.

Priklad 2 (Metropolisov algoritmus ako genera-
tor nahodnych ¢isel 2). Druhy algoritmus z pred-
nasky (a z nasledujuceho prikladu) je o ¢osi iny
ako vysSie prezentovany. Tam sa zoberie ako hod-
nota ndhodnej premennej posledné vygenerované
premenné xy a dalia hodnota sa potom generuje
novou postupnostou. Zvolte N1, Ny a upravte vas
program tak, aby Ns-krat vygeneroval postupnost
N7 ndhodnych ¢isel a za vysledny subor zoberal
iba posledné vygenerované premenné. Porovnajte
z vysledkom z predchédzajicej tlohy pre N = Ns.



Priklad 3 (Metropolis pre dvojhladinovy sys-
tém). Majme dvojhladinovy systém s energiami
E| < Es.

a. Rozmyslite si, Ze pri vybere testovacieho
stavu nie je moc ¢o riesit. Najdite transfer
maticu pre tento systém.

b. Néjdite jej vlastné ¢&isla a vlastné vektory
a néajdite rozklad vSeobecného rozdelenia na
dvoch stavoch do tychto vektorov.

c. Ako vyzera rozdelenie pravdepodobnosti po
n Metropolisovskych krokoch a ako vyzera v
limite n — oco0?

Priklad 4 (B Metropolis pre trojhladinovy sys-
tém). Majme trojhladinovy systém s energiami
—F,0, E. Stavy budeme ¢islovat ich energiou.

a. Rozmyslite si, Ze pri vybere testovacieho
stavu uz je ¢o riesit. Skiimajme dve moz-
nosti.

e Zo stavu 0 vieme prejst do oboch sta-
vov £F, zo stavu +F vieme prejst len
do stavu 0.

e 7 kazdého stavu sa vieme dostat do kaz-
dého iného.

Najdite transfer matice v oboch pripadoch.

b. Najdite ich vlastné ¢isla a vlastné vektory
a najdite rozklad vSeobecného rozdelenia na
troch stavoch do tychto vektorov.

c. Ako vyzera rozdelenie pravdepodobnosti po
n Metropolisovskych krokoch a ako vyzera v
limite n — 00?7 Ktord z metoéd vyberu tes-
tovacieho stavu vedie na spravne rozdelenie?
Preco?

Navod. Skiste si napisat maticu vyberu testova-
cieho stavu v oboch pripadoch a uvidiet v nich roz-
diel. Ako vyzera matica vyberu testovacieho stavu
v predchéadzajicej tlohe?

Vlastnosti termodynamickych po-
tencialov

Priklad 5 (B Maxwellove vztahy (odvodzovatka
1)). Méame nasledujte Styri termodynamické po-
tencialy

e energia E(S,V)

dE = TdS — pdV ,

e volna energia F(T,V)

F=E-TS, (3)
dF = — SdT — pdV

e Gibbsova volna energia G(T', p)

G=F+pV, (5)
dG = — SdT + Vdp (6)

e entalpia H(S,p)

H =FE+pV , (7)
dH =TdS + Vdp . (8)

a. Ujasnite si, ako vznikaju vztahy pre zmenu
kazdého potencialu a za akych podmienok je
kazdy z potencialov zaujimavy.

b. Ujasnite si, s akymi derivaciami akych po-
tencidlov suvisia fyzikalne veli¢iny.

c. Z komutovania druhych parcialnych derivécii
odvodte styri Maxwellove vztahy.

Priklad 6 (Identity pre derivacie (odvodzovatka
2)).
x(y, z),y(x, z), z(x, y). Ukdzte, Ze pre parcidlne de-
rivacie plati

Majme tri premenné z,y,z, ktoré zavisa

ozx| Oy

- 2 =1

dy|, Oz |, ’ 9)
Or| Oy| 0z|
dy|, 02|, 0|, = (10)

Rozmyslite si, ze prvy vztah je dosledkom vety o
derivovani inverznej funkcie a druhy vety o derivo-
vani implicitne zadanej funkcie. Pre¢o sa v prvom
vztahu d-cka kratia, ale v druhom nie?



Aplikacie termodynamickych

vztahov

Priklad 7 (B Ukazte, ze).

| =Tor| v ()
%CVVT:TSQTQV, (13)
e -- o~ (14

Priklad 8 (Zovseobecneny Mayerov vztah). .

a. Rozmyslite si, Ze nasledujice dve definicie su
rozumné

as
T

oS

= T R —
Cv oT

C,=T

, - (15)

14 j2

b. Néjdite rozdiel C}, — Cy vyjadreny cez deri-
vacie stavovych veli¢in, ktoré sa daju ziskat
zo stavovej rovnice p = f(V,T).

c. Ukazte, ze pre stavovi rovnicu idealneho
plynu dostaneme dobre znamy vysledok.

Priklad 9 (Adiabaticky dej top-to-bottom).
Majme idedlny plyn so znamou stavovou rovnicou
a vtahom pre Cy

Cy = aNk . (16)

a. Comu sa rovna C), a entropia?

b. UkaZte, Ze pre adiabaticky dej plati VT a
pV7 st (rozne) konstanty.

Priklad 10 (M Neidealny plyn). Ukaze, ze ak ma
plyn konStantné tepelné kapacity Cy,C), potom
je jeho stavova rovnica

(Cp—Cyv)T =(p+a)(V+b) , a,b=const .
v (17)
Comu sa rovné energia a entropia ako funkcia V' a
T.

Navod. Rovnice (13,14).

Priklad 11 (Van der Wallsov plyn). Ako vyze-
raju tepelné kapacity a Mayerov vztah pre plyn,
ktorého stavova rovnica je
a
(v + W> (V —b) = RT (18)
Pomoze zistit, Ze energia plynu sa da zapisat v
tvare a
E=cT—-—
% 5

kde ¢ je konstanta. Comu sa rovna entropia ako
funkcia V a T.

(19)

Priklad 12 (Dietericiho plyn). Ako vyzeraju te-
pelné kapacity a Mayerov vztah pre plyn, ktorého
stavova rovnica je

(o
P=\v/n=p)°

Comu sa rovné energia a entropia ako funkcia V' a
T.

(20)

Priklad 13 (Neznama hmota). Stavova rovnica
neznamej hmoty je dané vztahom

3

p= Av , A =const . (21)

AKA je jej energia?
Priklad 14 (Neznamy systém). Gibbsova volna
energia pre neznamy systém je dana vztahom

G = RT log ( (22)

ap
(RT)5 /2 )
Vypocitajte jeho tepelné kapacity a zistite, o aky
systém ide.

Priklad 15 (B Termodynamika spinovej re-
tiazky). Majme retiazku N spinov, ktoré sa na-
chadzaji v magnetickom poli B a navzajom nein-
teraguji. Energia kazdého spinu je

E=+uB (23)
pre spin orientovany proti smeru resp v smere mag-
netického pol'a. Retiazka je v rovnovéhe s rezervo-
arom s teplotou T'. Magneticaziou M nazveme roz-
diel medzi po¢tom paralelnych a anti-paralelnych
spinov vynasobeny magnetickym momentom pu.



a. Ukazte, Ze Statistickd suma retiazky je dana
vztahom

Z = 2N (cosh(BuB))N . (24)
AKA je stredné energia, entropia a magneti-

zacia retiazky?

b. Overte, Ze magnetizacia je konjugovanou si-
lou k magnetickému polu. Najdite stavovi
rovnicu pre retiazku, t.j. vztah

M = f(B,T,N) . (25)

c¢. Ako pre retiazku vyzera Mayerov vztah?

Priklad 16 (Termodynamike harmonického osci-
latora). Ako vyzera termodynamika harmonického
oscilatora s energetickymi hladinami

1
En:hw<n+2> ., n=0,1,...7 (26)

Ako vyzera jeho spravanie v limitach malych a vel-
kych teplot?



