Vybrané kapitoly zo Statistickej fyziky

Priklady z cvicenia
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ndhodné premenné, rozdelenia pravdepodobnosti,
generdtory ndhodnijch cisel

Akékol'vek otézky smelo smerujte na juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Priklad 1 (Pravdepodobnosti 1). Pri ceste pozo-
rujete dopravu, ktord prechadza okolo. Autobusy
okolo vés prechadzaju v pravidelnych intervaloch
kazdych 5 minit. Auta okolo vas prechadzaji na-
hodne, pri¢om za maly ¢as dt je pravdepodobnost
7e okolo vas prejde auto dt/7, kde 7 = 5min.

a. Ukézte, Ze priemerny pocet aut, ktoré okolo
vas prejdi za jednu hodinu je 12.

b. Akéa je pravdepodobnost, Ze za ndhodne zvo-
lenych 10 minit okolo vas prejde presne n
autobusov? AkA je pravdepodobnost, Ze za
nahodne zvolenych 10 minit okolo vés prejde
presne n aut?

c. Aké je rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny
Ap, ktora je ¢asom medzi dvomi po sebe
idicimi autobusmi? Aké je rozdelenie tejto
veli¢iny A4 pre auta?

d. Ak prideme na cestu v ndhodnom case, aké
je rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny dp,
ktoré meria ¢as do prichodu najblizsicho au-
tobusu? Aké je rozdelenie tejto veli¢iny &4
pre auta?

Priklad 2 (Pravdepodobnosti 2). Klasicky har-
monicky oscilator s vlastnou frekvenciou w ma
energiu E. Na oscilator sa pozrieme v ndhodnom
casovom okamihu jeho vyvoja. Aké je rozdelenie
pravdepodobnosti p(x) jeho polohy? T.j. s akou
pravdepodobnostou sa v tomto okamihu nachadza
v intervale (z,z + dx)?

Priklad 3 (Rozdelenia pravdepodobnosti). Pre
nasledujiice rozdelenia pravdepodobnosti jednej
nédhodnej premennej najdite normalizacnii kon-
Stantu, charakteristicku funkciu, n-ty moment a

varianciu.
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Priklad 4 (B Rozdelenie v premennej xz). Pre
rozdelenia (1-4) z prikladu 3 najdite rozdelenie
pravdepodobnosti nahodnej premennej y = 2.
Priklad 5 (Dvojrozmerny Gauss 1). Majme dve
nédhodné premenné x,y, ktorych spolo¢né rozdele-
nie pravdepodobnosti je dané funkciou
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Normujte toto rozdelenie a rozhodnite, ¢ st tieto
premenné nezavislé.

Priklad 6 (HM Dvojrozmerny Gauss 2). Majme
dve ndhodné premenné z, y, ktorych spolo¢né roz-
delenie pravdepodobnosti je dané funkciou
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Normujte toto rozdelenie a rozhodnite, ¢i st tieto
premenné nezavislé. Najdite rozdelenie pravdepo-
dobnosti premennych

V=T+Y, wW=2—Y

a rozhodnite, ¢ si tieto premenné nezavislé.



Priklad 7 (Multi-Gauss). Majme n nahodny pre-
menny (x1,...,%,) = z, ktorych spolo¢né rozde-
lenie pravdepodobnosti je dané funkciou

~ ef%xTMx ,
kde M je zadand symetrickd matica. Normujte
toto rozdelenie a rozhodnite, ktoré z premennych

T sU nezavislé.

Priklad 8 (M Binomické — Poisson). Ukaizte, ze
binomické rozdelenie prejde v limite velkého poctu
pokusov (n — o0) ale konec¢nej strednej hodnoty
(tj. np = const = \) na Poissonove rozdelenie s
patri¢nou strednou hodnotou
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Priklad 9 (M Poisson — Gauss). Rozmyslite si,
Ze pre pripad Poissonovho rozdelenia v limite vel-

kej strednej hodnoty oc¢akavame, Ze nahodna pre-
menné sa bude dat vyjadrit v tvare

P(k)

k=X+V)r,

kde z je nova nadhodna premennad pre ktori
ocakavame kone¢né rozdelenie pravdepodobnosti.
Ukézte, ze takéto x je potom v limite A — oo
dané Gaussovskym rozdelenim s p = 0,02 = 1.
Rozmyslite si, ako by vyzeralo rozdelenie ndhod-
nej premennej y, ktort by sme zadefinovali ako
k=X+uy.

Priklad 10 (Nahodné generatory 1). Najdite
predpis, ako za pomoci generatora rovnomerne
rozdelenych nahodnych ¢isel z intervalu (0, 1) vy-
robit ndhodny generdtor ndhodnych &isel danych
rozdelenim (3,4,8) z prikladu 3.

Priklad 11 (B Generator nahodného smeru).
N4jdite generator nadhodného smeru z generatora
dvoch rovnomerne rozdelenych nahodnych &isel
&, n naintervale (0,1). Vysledkom by teda mali byt
uhly 6, ¢, ktoré budu reprezentovat rovnomerne
rozdeleny nahodny smer v troch rozmeroch.
Zovseobecnite tento postup na n-rozmerny pri-
pad a z ndhodnych ¢&isel rovnomerne rozdelenych

na intervale (0,1) vyrobte nahodny smer v n-
rozmernom priestore.

Priklad 12 (Nahodné generatory 2). V neja-
kom programe nahodné generatory z prikladov 10
a 11 naprogramujte. Vygenergujte vasim progra-
mom vela &isel, zobrazte histogram vysledkov a
overte, ze robia naozaj to, ¢o by mali.

Priklad 13 (Rozdelenia vlastnych hodnét v su-
boroch nahodnych matic). Na tento priklad bu-
dete potrebovat pocitacovy matematicky program,
ktory zvlada veci ako pocitanie vlastnych hodnot
vac8ich matic a spracovanie velkého mnoZstva dat.
Napriklad Mathematica.

V priklade budeme pouZivat rézne pravdepo-
dobnostné rozdelenia. Zvedavosti sa medze ne-
kladd, ale mali by ste skusit aspon niektoré z
tychto

e +1 s rovnakou pravdepodobnostou,

e rovnomerné na intervale (—1,1),

++/3 s rovnakou pravdepodobnostou,

normélne s nulovou strednou hodnotou a
o2 =1,

e nejaké iné s nulovou strednou hodnotou a
jednotkovou disperziou.

a. Napiste program, ktory pre zadané n vy-
generuje symetricki maticu, ktorej vstupy
budii ndhodné ¢isla so zadanym rozdelenim
pravdepodobnosti.!

b. Nechajte program vygenerovat vela ta-
kychto matic (~ 1000) a vykreslite histo-
gram vSetkych vlastnych hodnét, ktoré ste
takto dosiahli. Sledujte, ako sa meni tento
histogram ked zvacsujete velkost matice od
n =2 pon = 20.

c. Porovnajte rozdiel medzi histogramami
vlastnych hodnét pre réznej pravdepodob-
nostné rozdelenia vstupov.

'Dobry néapad je napriklad vygenerovat 'ubovolnti maticu, pripoéitat k nej jej transponovant a vydelit tak, aby sme

nepokazili 2.



