
Vybrané kapitoly zo ²tatistickej fyziky
Príklady z cvi£enia

cviko bolo 27.4.2021 Langevin, Fokker, Planck, Brown

Akéko©vek otázky smelo smerujte na juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

� Langevinova rovnica
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~F je vonkaj²ia sila (deterministická), ~f je ná-
hodná sila

� biely ²um

〈fi(t)〉 = 0 , 〈fi(t1)fj(t2)〉 ∼ δijδ(t2 − t1)

a v²etky vy²²ie triviálnou kombináciou
týchto dvoch

� Fokker-Planckova rovnica

∂P

∂t
= − v∂P

∂x
+

∂

∂v

[(
γ

m
v − 1

m
F (x)

)
P

]
+

+
g

m2

∂2P

∂v2

kde P (x, v, t je hustota pravdepodobnosti vo
fázovom priestore

Príklad 1 (� Vo©ná aristotelovská £astica). Náj-
dite strednú polohu a disperziu polohy vo©nej £as-
tice v extrémne odporovom prostredí (tj. v prí-
pade, kedy môºme zobra´ m→ 0).

Príklad 2 (� Vo©ná £astica). Nájdite strednú
rýchlos´ a koreláciu medzi zloºkami rýchlosti £as-
tice popísanej úplnou rovnicou. Nájdite strednú
hodnotu kinetickej energie £astice.

Nájdite tieº strednú polohu a disperziu polohy
takejto £astice.

Príklad 3 (Einsteinov vz´ah). Z výsledku pred-
chádzajúcej úlohy pre strednú kinetickú energiu
£astice odvo¤te Einsteinov vz´ah medzi koe�cien-
tom difúzie, koe�cientom odporu a teplotou.

Príklad 4 (� Komplikovanej²í súbor £astíc). V
predchádzajúcich príkladoch sme uvaºovali súbor
£astíc, ktoré v²etky za£ínali v ostro de�novanom
bode s ostro de�novanou rýchlos´ou. Ako sa zmení
výsledok prvých dvoch príkladov, ke¤ za£neme so
súborom £astíc, v ktorom bude rýchlos´ rozdelená
gaussovsky?

Príklad 5 (Aristotelovská £astica na pruºine).
Majme £asticu v extrémne odporovom prostredí,
ktorá sa nachádza na pruºine, tj. pod vplyvom
vonkaj²ej sily ~F = −k~x. Nech £astica ²tartuje z
�xovanej polohy mimo rovnováhy.

Pre £asticu nájdite strednú polohu a disperziu
polohy. Nájdite tieº koreláciu polôh a rýchlostí.

Príklad 6 (�astica na pruºine). Podobne ako v
predchádzajúcom príklade, ale pre £asticu popí-
sanú úplnou rovniciou.

Príklad 7 (Odvodenie F-P rovnice z L rovnice). Z
Langevinovej rovnice pre ρ(x, v, t) odvodte Fokker-
Planckovu rovnicu pre 〈ρ(x, v, t)〉ξ = P (x, v, t).

Návod. �as´ 7.3.2 v Reichlovej a cesta od (7.20)
po (7.33). Citujem �the derivation of P (x, v, t) is
straightforward and very instructive� :-).

Príklad 8 (Exercise 7.1). Electrons in an elect-
rical circuit at temperature T undergo Brownian
motion (thermal agitation) which is a fundamen-
tal source of noise in such circuits. Consider the
simple circuit shown in the �gure, which con-
sists of a capacitor C in parallel with a resis-
tor R. Electrons in the resistor provide a �uctu-
ating current i(t), whose average is zero 〈i(t)〉 =
0 but whose �uctuations about the average are
delta-correlated 〈i(t+ τ)i(t)〉i = gδ(τ), where g is
the noise strength. By the equipartition theorem,
the average electrical energy in the capacitor is
1/2C

〈
V 2
〉
T
= 1/2kBT .
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a. Compute the noise strength g.

b. Compute the voltage correlation function
〈〈V (t2)V (t1)〉i〉T .

Príklad 9 (Exercise 7.3). Solve the Fok-
ker�Planck equation for the probability distribu-
tion P (x, t) of a Brownian particle of mass m in a
�uid with strong friction γ in a harmonic poten-
tial V (x) = 1/2kx2, where k is the harmonic force
constant. Assume that P (x, 0) = δ(x− x0).

Príklad 10 (Rozdelenie pravdepodobnosti pre
biely ²um). Rozmyslite si, ºe kedºe ~f(t) je ná-
hodná funkcia, rozdelenie pravdepodobnosti je v
tomto prípade funkcionál P [~f(t)]. Tieº si rozmys-
lite, ºe ak xf (t) je rie²enie Langevinovej rovnice

pre silu ~f(t), potom stredná hodnota veli£iny g[x]
je funkcionálny integrál

〈g〉 =
∫
D~f g(xf )P [~f ] .

Ukáºte, ºe pre biely ²um

P [~f(t)] = Ne−
∫∞
−∞

~f(t)·~f(t)
2σ2 ,

kde σ2 súvisí s kon²tantou úmernosti (ako?) v
〈fifj〉 a N je normovacia kon²tanta. Ide teda o
zov²eobecnenie Gaussovského rozdelenia.

Návod. Generujúci funkcionál

Z[ ~J ] =

∫
Df P [f ]e

∫∞
−∞

~J ·~f .
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