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Priklad 1 (Criepky z termodynamiky). Tieto pri-
klady st celkom priamociare. Viac menej viete,
kam sa chcete dostat, odkial mate zacinat a tak sa
snazite Zonglovat so vztahmi, kym nedostanete to,
¢o méate. Ak sa vam to nedari, v skriptach Vlada
Cerného to je spravené. Alebo v Tongovi. Alebo
niekde inde, skiste pohladat.

Priklad 2 (Criepky z pravdepodobnosti).

e Ako sme povedali na cviceni, tu netreba po-
¢itat ta konvoldciu pravdepodobnosti, vysle-
dok pre (z +y) a ((z +y)?) — (z + y)* sa da
podkladat z (z), (y), <ZL‘2> , <y2> ak sU neza-
vislé.

e Nezabudnut na jakobian a faktor r? v roz-

delenf pravdepodobnosti za to, Ze vo vacsej

.....

e B Odpoved na prva otazku sa da ziskat dvo-
jako. Bud ako
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alebo ako podiel pozitivnych moznosti

()-(5)(5)-6)

a vSetkych moznost{

32 24 16 8

8 8 8 8) "
Pre druhu, zlozitejsiu, otdzku je vhodnejsi
druhy pristup. Zaujimavé je, ze obe pravde-

podobnosti vyjda podobne velkeé.

e Pre kazdu casticu je pravdepodobmnost, Ze
bude v nejakej inej Casti priestoru ako tej

nasej 1 — % Pravdepodobnost, 7ze dany kus
priestoru zostane prazdny je teda toto Cislo
na N-ti. Pre makroskopicky pocet ¢astic je
tento vysledok na nerozoznanie od 1/e.

Priklad 3. [Kruhové deje]

a. Nic Speciélne, iba praca so stavovou rovnicou

a rovnicou pre adiabaticky dej.

b. Tlak, pri ktorom sa plyn rozpina musi byt

vyss{ ako tlak, pri ktorom plyn stla¢ame. Tak
dostaneme ¢ pdV kladné, resp. Tudskou re-
¢ou plyn vykona viac prace pri rozpinanf ako
my na §om pri stlac¢ani a vysledkom je praca
premenend na teplo.

. Prva veta termodynamicka hovori, ze dF =

0Q + SW. Pre idedlny plyn dE = 3nRT/2
a 0W = —pdV. Podla zmeny teploty a ob-
jemu sa dé rozmysliet, ¢ je Q) vacsie alebo
mensie ako nula. Napriklad ak sa plyn roz-
pina jeho teplota rastie, uréite musi prijimat
teplo. Ak je jeho objem konstantny a teplota
klesa, musi teplo odovzdavat.

. Plyn kon4 préacu tam, kde sa rozpina.

. Explicitné vypocty podla spominaného pr-

vého termodynamického zakona. K tomu sa
zide vztah pre zmenu entropie!
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Vo, 3
Sy — 51 = anosz + ianog T,

Este sa moéze zist, Ze pre izocho-
ricky /izobaricky dej vieme AQ = cpy AT.

. Utinnost je vykonana praca vydelené cel-

kovym dodanym teplom. TakZe si treba ro-
zmysliet kde plyn konal pracu, kde sme mu-
seli konat pracu nad plynom my a kde sme

'Ktory sa da odvodit z toho istého zakona a z §Q = T'dS. Je dobré si pamiitat, 7e vysledok je logaritmus pomerov.



plynu dodévali teplo. Odovzdane teplo nés v
tomto vypoclte nezaujima.

Priklad 4 (Maxwellovia Boltzmanovia).
a. Maxwell-Boltzmanovo rozdelenie

plx,v) = C’eﬁ(%mﬁ‘*‘v(@) ,
kongtanta z toho, ze [ dvdz p(z,v) = 1 aroz-
delenie v z je p(x) [ dv p(z,v).

b. Spocitat (x) a o, z prechadzajuceho rozde-
lenia.

c. p= [;dzp(x)

d. V limite malej teploty by vysledok mal byt
rovnomernym rozdelenim na z, kde je po-
tencial nulovy (resp. miniméalny) a v limite
velkych teplot by malo byt rozdelenie rov-
nomerné na vsetkych povolenych hodnotach
x. Rozmyslite si preco a rozmyslite si, ako do
toho vstupuje nekoneénd hodnota potencidlu
mimo povolenych hranic.

Priklad 5. A7Z na tretiu ¢ast su to v8etko vcelku
priamociare vypoc¢ty podobné prikladu 3. Tretia
¢ast je trochu problematickejsia. Vnutorné ener-
gie plynov budu na konci a na za¢iatku rovnaké,
kedZe teplota celej skatule bude po ustaleni rov-
nakd a energia idedlneho plynu zavisi iba od tep-
loty. Teplo teda bude tiect smerom z mensej Casti
do vicsej a bude rovné celkovej vykonanej praci
vacsej Casti plynu na mensej.

Tato praca ale zavisi od konkrétnej realiza-
cie toho procesu. Najjednoduchsou je izotermick,
ktord by predpokladala, Ze plyny menia objem
dostatocne pomaly a prepazka je dostatocne te-
pelne vodiva. Cokol'vek komplikovanejgie si vyza-
duje akisi iterativny proces, kde sa plyny postupne
dostavaju do rovnovahy.

Extrémnym prikladom je napriklad adiaba-
ticky prechod s dokonale nevodivou prepazkou.
Ked sa dosiahne rovnovaha, prepazku zafixujeme
aby sa nemenil objem a nechame izochoricky pre-
tiect energiu az do dosiahnutia rovnakej teploty.
Potom zas prepazku uvolnime a plyny nechame
adiabaticky vyrovnavat tlaky. A tak dalej az kym
nedosiahneme definitivnu rovnovihu.

Alebo moézeme plynom pomoct zvonku a me-
chanicky presunit prepazku do polohy s vysled-
nou rovnovahou (zatial sa budu adiabaticky stla-
¢at /roztahovat), potom prepazku zafixovat a ne-
chat ich dosiahnut teplotu T'. Alebo nie¢o sofisti-
kovanejSie s infinitizeméalnymi krokmi.

Skiste si vSetko toto nakreslit v pV diagrame
pre jednu z Casti nadoby a rozmysliet, ako tie deje
vyzeraja tam.

Priklad 6. V prvych dvoch ¢astiach si treba spo-
mentt na mikrokanonické rozdelenie. V prvej si
rozmysliet, kol'ko existuje mikrostavov tych Castic,
ktoré maju energiu 4A a v druhej spocitat stredni
hodnotu cez subor, v ktorom st vSetky tieto moz-
nosti rovnako pravdepodobné.

V tretej Casti si treba spomenut na kanonicky
sibor. K dispozici{ st vSetky mozné konfigura-
cie ¢astic, ale kazda s pravdepodobnostou p; =
e—Ei/kT/Z_

Priklad 7. ®

a. Pravdepodobnost vyskytu castice v danej
energetickej hladine
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Limitu T' — 0 prezije iba najnizSia energia
a teda pri 77 budu vSetky castice v stave
k = 0. Pri teplote T5 sa zotrie rozdiel medzi
energiami Fg a Fq a obe hladiny budi rov-
nako pravdepodobné, ale pravdepodobnost
néjst Castice v stavoch 2 a 3 bude nulova,
takze (F) = (Ep + E1)/2. Pre Ty st v8etky
stavy rovnako pravdepodobné a teda

D4 sa na to celé pozerat takto. Teplota T
dovoluje fluktuovat energii priblizne o kT,
takze energetické rozdiely malé v porovnani
s touto hodnotou st zanedbatelné, velké na-
opak nedosiahnutelné.



¢. Priamodiare vypoéty v kanonickom rozde-
leni. Dostavame

Z = <e—5E0 +e PB4 2e—5E2>N
a potom z (E) = —dlog Z/dj

EQE_BEO + Ele_ﬂEl + 2E2€_BE2
e BEo0 4 e=BE1L | 2e—BE2

az (k) =32 ki (n;) /N, kde n; = Np; je
stredny pocet Castic s kvantovym ¢éislom k;,

(E) =N

e PP | 5e=FE2
e*ﬁEO + e*ﬁEl + 2@*BE2 ’

(k) =

Priklad 8. AZ do poslednej Casti tohto prikladu
ide o priamociare vypocty v kanonickom a grand-
kanonickom subore. Posledna ¢ast je ale dost
tricky. Mo6Zu sa tu mieSat oznacenia a nie je lahké
si rozmysliet ¢o kam napisat. Naivne by sme chceli
pisat, tak ako pre strednid obsadenost energetic-
kych hladin v kanonickom stbore, nie¢o ako (n; je
pocet Castic v jednocasticovom stave i, N je cel-
kovy pocet Castic v systéme)

(no)

a mame problém, lebo nie je jasné ¢o pisat za pg.
Pavlovovsky by sa tam hodilo nieco ako

1 _Bi—uN;

Ee kT
ale tu je ¢ nie€o tplne iné ako pri n;. TakZe ¢o
dalej?

Vratime sa na uplny zaciatok, k odvodeniu
grandkanonického rozdelenia. Tam sa bral celkom
systém-rezeroar ako mikrokanonicky sibor. Nech
mé teda tento supersystém M castic a nech N
z nich je v naSom systéme. Povie sa, Ze pravde-
podobnost I-teho stavu systému je tmerna poctu

mikrostavov rezervoara, ¢o v Standardnom ozna-
cenf da
pr ~ QR(E — E],M — N[) .

rozvojom g pre £ > Er, M > Nj dostaneme
Standardna formulu s teplotou a chemickym po-
tencidlom rezervoara ako patriéné derivacie 2g.
My ale potrebujeme vediet, ako je Ny Castic roz-
delenych medzi jednocasticové stavy 1.

Ideme na to postupne. Nech Ny = 0. Po-
tom mame len jeden mozny mikrostav systému s
Er =0 ang=0. Ak mame v systému jednu cas-
ticu Ny = 1, potom uz méme viac moznosti. Ener-
getické moznosti st E; = 0, A, 2A. Problém ale je,
7e pre rozligitelné Eastice zavisi na tom, ktora ¢as-
tica z rezervara prisla a kazdy jeden z mikrostavov
(ktorych je 6) zodpoveda vlastne M mikrostavom
podla toho, o ktoru ¢asticu ide. Také nieto nema
rozumnt limitu M — oo a nie je dobre definovany.
Poucenie teda je, Ze grandkanonické rozdelenie je
dobre definované iba pre nerozliitelné castice?.
Pre nerozligitelné Castice je to teraz varidcia na
neskorsie priklady tejto sady, kde pre roézne hod-
noty Ny vypisujem vSetky mozné mikrostavy, po-
zerdm sa na ich energie, piSem pravdepodobnosti
pr a nakoniec chcem spodéitat stretnt hodnotu

ZZ

=0 E;,N=N;

EI—,U,NI
0*6 kT

Nemém rozmyslene, ¢i a ako sa to d& urobit syste-
maticky uplne dokonca. Rad si vypocujem rieSenie
od kohokolvek, kto si to rozmysli skor ako ja :)

VE&imnite si, Ze to je nie¢o podobné ako pri po-
¢itan{ grandkanonickej particnej sumy

_EI ,uNI
Z=) ¢
a jej prepisani skrz
> Ej _pNy
E - E E e ke kT
I Nr=0j,N=N;

kde teraz j Cisluje stavy systému, ktoré maju zafi-
xovany pocet Castic N = Nj.

Priklad 9. Opét priamodiare vypoCty v kanonic-
kom sibore s tym, Ze strednd obsadenost energe-
tickej hladiny je opat Np;.

2Tu to ete nemam dokonale domyslené, & sa nedajii nejak rozumne definovat veli¢iny "na jednu asticu"vydelenim
poctom castic M, ¢o by malo Sancu ¢osi rozumné davat. Dajte mi prosim vediet, ak k tomu méte ¢o povedat.



Priklad 10. Tri nasledujice priklady maju rov-
nakd logiku. Médme dané rozne moznosti, kde sa
Castice /pesiaci mozu nachadzat a mame dané pra-
vidla, podla ktorych sa tieto moZnosti obsadzuji.
Potrebujeme najst vSetky moznosti usporiadania
podla tychto pravidiel, patri¢ne ich ovahovat fak-
tormi e E/kT 3 mozno spocitat nejaka stredni
hodnotu v rozdeleni tychto moZnosti s patri¢nymi
pravdepodobnostami. Vo v8etkych pripadoch je
najdolezitejsie vymysliet si systém, podla ktorého
najdeme vSetky moznosti, na ziadnu nezabudneme
ale ziadnu nezaratame viac krat. Dobré je napri-
klad vediet skontrolovat, ak sa d&, kolko malo
byt dohromady vSetkych moznosti a overit, ze ich
méame vypisanych tolko a nie viac alebo mene;j.

Konkrétne v tretej Casti tejto tlohy este treba
nejak systematicky ubrat energiu konfiguraciam,
v ktorych su pesiaci tej istej farby blizko pri sebe.
Napriklad ubrat energiu € mikrostavom, v ktorych
sa pesiaci rovnakej farby na polickach, ktoré maju
spolo¢ny vrchol. A moZno este pridat energiu e
mikrostavom, v ktorych st v opa¢nych rohoch 3a-
chovnice. Pripadne rézne hodnoty pre réznu farbu
pesiakov.

Priklad 11 (Statistika 1).

Priklad 12 (M Statistika 2).

Tieto dva priklady boli v pisomkach ako bonu-
soveé.

Priklad 13. Tento priklad bude na doméacu tlohu.

Priklad 14. Idea prikladu je nechat zbehnut Car-
notov stroj infinitizemalny pocet krat. Teplo, ktoré
pri tom odoberieme teplejsiemu telesu je 6Q1 =
C1dTy a teplo ktoré dodame chladnejgiemu telesu
je 0Q— = CodT—_. Teraz zavolame na pomoc vztah
pre u¢innost Carnotovho stroja

T 15Q-|
=1-——=1- .
! 5Q+

T,
7 toho dostaneme separovatelna diferencidlnu rov-
nicu pre teploty Ty, ktora vyrie§ime a hladame
kedy T} = T_ a stroj zastane. Vysledok by mal
byt geometricky priemer po¢iatoénych teplot chla-
dica a ohrievaca.

Pracu dostaneme ako sucet (resp. integral) ma-
lych prac W = 6Q4 — |0g| a celkovi ucinnost ako
podiel vykonanej prace a tepla, ktoré stratilo tep-
lejsie teleso.




