Vybrané kapitoly zo Statistickej fyziky

Priklady z cvi¢enia

cviko bolo 23.2.2021

pravdepodobnosti a Bayesovskd Statistika

Akékol'vek otézky smelo smerujte na juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Priklad 1 (Pravdepodobnosti 1). Pri ceste pozo-
rujete dopravu, ktora prechadza okolo. Autobusy
okolo vés prechadzaju v pravidelnych intervaloch
kazdych 5 minat. Auta okolo vas prechadzaji na-
hodne, pricom za maly ¢as dt je pravdepodobnost
ze okolo vas prejde auto dt/7, kde 7 = bmin.

a. Ukazte, Ze priemerny pocet 4ut, ktoré okolo
véas prejdi za jednu hodinu je 12.

b. Ak je pravdepodobnost, Ze za nahodne zvo-
lenych 10 minut okolo vas prejde presne n
autobusov? Aki je pravdepodobnost, Ze za
néhodne zvolenych 10 miniit okolo vés prejde
presne n aut?

c. Aké je rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny
Ap, ktord je ¢asom medzi dvomi po sebe
idicimi autobusmi? Aké je rozdelenie tejto
veliciny A 4 pre auta?

d. Ak prideme na cestu v nadhodnom ¢ase, aké
je rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny dp,
ktor& meria ¢as do prichodu najbliz§ieho au-
tobusu? Aké je rozdelenie tejto veli¢iny 64
pre auta?

Priklad 2 (Pravdepodobnosti 2). Klasicky har-
monicky oscilator s vlastnou frekvenciou w mé
energiu E. Na oscilator sa pozrieme v nidhodnom
Casovom okamihu jeho vyvoja. Aké je rozdelenie
pravdepodobnosti p(x) jeho polohy? T.j. s akou
pravdepodobnostou sa v tomto okamihu nachadza
v intervale (z,z + dx)?

Priklad 3 (Rozdelenia pravdepodobnosti). Pre
nasledujice rozdelenia pravdepodobnosti jednej
nidhodnej premennej néjdite normalizacni kon-
Stantu, charakteristicka funkciu, n-ty moment a

varianciu.
Mrovnomerné na intervale (0,1) (1)
Brovnomerné na intervale (—1,1) (2)
rovnomerné na intervale (a, b) (3)
B~ /1 — 22 (polkruhové) (4)
~ e~ (= 1)?/20° (Gauss) (5)
~ 22 te= @B (Weibull) (6)
1
T2t ertec (™)
1
Y Tva ®)

Priklad 4 (B Rozdelenie v premennej z2). Pre
rozdelenia (1-4) z prikladu 3 najdite rozdelenie
pravdepodobnosti nahodnej premennej y = 22.
Priklad 5 (Dvojrozmerny Gauss 1). Majme dve
nédhodné premenné x,y, ktorych spolo¢né rozdele-
nie pravdepodobnosti je dané funkciou
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Normujte toto rozdelenie a rozhodnite, ¢i st tieto
premenné nezavislé.

Priklad 6 (B Dvojrozmerny Gauss 2). Majme
dve ndhodné premenné z,y, ktorych spolo¢né roz-
delenie pravdepodobnosti je dané funkciou

Normujte toto rozdelenie a rozhodnite, ¢i st tieto
premenné nezavislé. Najdite rozdelenie pravdepo-
dobnosti premennych

V=T+Y, wW=T—Y

a rozhodnite, ¢i st tieto premenné nezéavislé.



Priklad 7 (Multi-Gauss). Majme n nahodny pre-
menny (x1,...,%,) = z, ktorych spolotné rozde-
lenie pravdepodobnosti je dané funkciou

1..Ty,
~ 2% ]Wx,

kde M je zadand symetrickd matica. Normujte
toto rozdelenie a rozhodnite, ktoré z premennych
x st nezavislé.

Priklad 8 (M Binomické — Poisson). Ukazte, ze
binomické rozdelenie prejde v limite velkého po¢tu
pokusov (n — o00) ale konec¢nej strednej hodnoty
(tj. np = const = \) na Poissonove rozdelenie s
patriénou strednou hodnotou
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Priklad 9 (M Poisson — Gauss). Rozmyslite si,
7e pre pripad Poissonovho rozdelenia v limite vel-

kej strednej hodnoty otakdvame, ze ndhodné pre-
menné sa bude dat vyjadrit v tvare

P(k)

k=XA+V)r,

kde x je novd nahodnd premennd pre ktoru
ocakavame konecné rozdelenie pravdepodobnosti.
Ukazte, Ze takéto x je potom v limite A — oo
dané Gaussovskym rozdelenim s u = 0,02 = 1.
Rozmyslite si, ako by vyzeralo rozdelenie ndhod-
nej premennej y, ktori by sme zadefinovali ako
k=X+y.

Priklad 10 (Nahodné generatory 1). Najdite
predpis, ako za pomoci generatora rovnomerne
rozdelenych nahodnych &isel z intervalu (0, 1) vy-
robit ndhodny generdtor ndhodnych ¢isel danych
rozdelenim (3,4,8) z prikladu 3.

Priklad 11 (M Generator nahodného smeru).
Néjdite generator ndhodného smeru z generatora
dvoch rovnomerne rozdelenych nahodnych ¢&isel
&, n na intervale (0, 1). Vysledkom by teda mali byt
uhly 6, ¢, ktoré buda reprezentovat rovnomerne
rozdeleny ndhodny smer v troch rozmeroch.

Zovseobecnite tento postup na n-rozmerny pri-
pad a z ndhodnych ¢isel rovnomerne rozdelenych
na intervale (0,1) vyrobte nahodny smer v n-
rozmernom priestore.

!Toto je moje oblibené vyjadrenie Bayesovho vzorca.

Priklad 12 (Nahodné generatory 2). V neja-
kom programe nahodné generatory z prikladov 10
a 11 naprogramujte. Vygenergujte vaSim progra-
mom vela &isel, zobrazte histogram vysledkov a
overte, Ze robia naozaj to, ¢o by mali.

Bayesov vzorec

m(M;)P(D|M;)
> m(M;)P(D|M;)

P(M;|D) =

kde M; oznacuje rozne modely (moznosti), D ozna-
¢uje pozorované/nové data, m(M;) oznacuje nasu
apriornu pravdepodobnost pre dany model (ako
velmi si myslime, Ze realita popisovania mode-
lom M;), P(D|M;) oznacuje pravdepodobnost, Ze
data D st dosledkom modelu M; a P(M;|D) je
nové (posteriorne) rozdelenie pravdepodobnosti na
moznych modeloch, ktoré berie do tvahy nové
data. Schematicky teda'

n(M;) 25 P(M;|D) .

Tu je kIa¢ovy pohlad na pravdepodobnost ako
na modelovanie nevedomosti. My nevieme, aky
model M; je v skotoénosti realizovany a tuto neve-
domost modelujeme rozdelenim pravdepodobnosti
. Ziskame o svete nové informacie D a rozmys-
lame, ako tieto informécie menia naSu predstavu
o realite.

Priklad 13 (B Frekvencionistickd minca). Méame
mincu, o ktorej si nie sme isty, Ze je férova. Uro-
bime teda experiment, mincu n krat hodime a do-
staneme nq krat znak.

a. Za akych podmienok o minci vyhlasime, ze
férova nie je?

b. Po kolkych hodoch odhalime tplne neférova
mincu s p =17

Priklad 14 (M Bayesovska minca). Méme mincu,
o ktorej si nie sme isty, ze je férova a na overe-
nie tohto faktu urobime rovnaky experiment ako v
predchadzajicej tlohe. AvS8ak vyhodnocujeme ho
Bayesovsky. To znamend, Ze na zaciatok uvazu-
jeme, ze o minci nemame ziadnu informaciu.

a. Co mozme na zéklade experimentu o minci
usudit?



b. Aké bude ocakavanéd neférovost mince (p)?
(pre férova mincu p = 1/2)

¢. Ako bude vyzerat §tudovanie tiplne neférovej
mince?

Priklad 15 (Kruto aktualny priklad). Nech je
Specificita Ag testu 0.99, tj. zdravy ¢lovek dostane
s pravdepodobnostou 99% negativny vysledok a s
pravdepodobnostou 1% pozitivny vysledok. Ealej
nech je senzitivita Ag testu 0.4, tj. chory ¢lovek
dostane s pravdepodobnostou 40% pozitivny vy-
sledok a s pravdepodobnostou 60% pozitivny vy-
sledok.

Najskér sa zmyslite nad tym, aké st rozumné
rozdelenia apriérnej pravdepodobnosti pre stav
¢loveka, ktory ma priznaky a ktory nemad priznaky.

Majme teraz ¢loveka, ktory ide na dva Ag testy
za sebou, ktorych vysledky sa

e negativny, negativny,
e negativny, pozitivny,
e pozitivny, negativny,
e pozitivny, pozitivny.

Co viete povedat o stave Cloveka, ktory bol po-
vodne bez priznakov / s priznakmi, po tychto vy-
sledkoch?

Priklad 16 (FC Befiugovce). Futbalovy tim [FC
Beniugovce| véera hral vitazny zapas. Ak vieme, Ze
futbalisti tohto timu hraja 60% zapasov vecer a
no¢nych zépasov vyhraju 55%, ale dennych iba
35%, s aku pravdepodobnostou bol véerajsi zapas
vecer?

Priklad 17 (Extrémne neinovativna tloha na pre-
cvicenie). Majme dve vrecia s bielymi a ¢iernymi
gulickami, oznacené X a Y. Vrece X obsahuje px =
20% bielych guli¢iek a vrece Y obsahuje py = 40%
bielych guli¢iek. Z ndhodného vreca vytiahneme 9
guli¢iek, z toho 3 biele. S akou pravdepodobnostou
to bolo vrece X7

Priklad 18 (M Spresnenie merania). Meranie istej
veli¢iny ukazalo hodnotu 10 so Standardnou od-
chylkou 7 (Gaussovské rozlozenie). Chceme tuto
hodnotu spresnit a preto zoberieme meraci pri-
stroj, na ktorom sa doéitame, ze prei ¢ = 4 a
urobime dve nové merania. Dostaneme vysledky
4 a 6. Co vieme o hodnote tejto veli¢iny povedat
teraz?

Priklad 19 (Ups). Meranie hmotnosti Castice
ukézalo, ze jej hmotnost by mala byt (—0.3+1)eV.
To ale tak nemoze byt, nakolko hmotnost je urcite
kladna. Aka je o¢akavand hmotnost castice po uva-
zeni tohto faktu?



