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Kritické koe�cienty v Landauovej

teórii

Príklad 1 (� Landauove kritické koe�cienty). Pre
vo©nú energiu v tvare
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1

2
a2M

2 +
1

4
a4M

4 , (1)

kde a4 > 0 nájdite v²etky kritické koe�cienty1?

Príklad 2 (Zloºitej²í Landau). Ako vyzerá fázový
diagram pre vo©nú energiu v tvare
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6 , (2)

kde a6 > 0, a4 > 0? Ako vyzerajú kritické koe�-
cienty pre tento model?

Matica hustoty

Príklad 3 (Matica hustoty pre dvoj hladinový
systém.). Majme dvoj hladinový systém, v kto-
rom bázové stavy ozna£íme ako |1〉 a |0〉. Okrem
toho zave¤me ozna£enie

|a〉 =
1√
2

(|1〉+ |0〉) , |b〉 =
1√
2

(|1〉 − |0〉) . (3)

a. � Ako vyzerá matica hustoty pre ensambel,
ktorý obsahuje

• iba stavy |1〉,
• iba stavy |a〉,
• stav |1〉 s pravdepodobnos´ou p a stav
|0〉 s pravdepodobnos´ou 1− p,

• stav |1〉 s pravdepodobnos´ou 1/2 a
stav |a〉 s pravdepodobnos´ou 1/2.

b. � Vypo£ítajte Tr (ρ) a Tr
(
ρ2
)

pre ma-
tice z predchádzajúcej úlohy a overte, ºe
pre strednú energiu dostaneme zo vz´ahu
Tr (ρH) o£akávaný výsledok.

c. Stavy |a〉 , |b〉 tvoria tieº bázu. Vyjadrite ma-
tice hustoty z úlohy a. v tejto báze a zopa-
kujte pre ne £as´ b.

Príklad 4 (O matici hustoty.). Ukáºte, ºe pre ma-
ticu hustoty

ρ =
∑
x

|x〉 px 〈x| (4)

platí

Tr (ρ) =1 (5)

Ā =Tr (ρA) (6)

� Tr
(
ρ2
)
≤1 (7)

� Tr
(
ρ2
)

=1 ⇔ ρ reprezentuje £istý stav. (8)

Príklad 5 (Entropia kanonického súboru a matica
hustoty.). Entropia sa pomocou matice hustoty ρ
po£íta ako

S = −kTr (ρ log ρ) . (9)

Pre maticu hustoty kanonického súboru

ρ =
1

Z
e−βH =

1

Z

∑
n

|n〉 e−βEn 〈n| (10)

ukáºte, ºe platí vz´ah S = (E − F )/T .
1Pre niektoré bude treba doplni´ £len −BM .
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Klasická ²tatistická fyzika

Príklad 6 (Gibbsov paradox revisited). Pripo-
me¬te si, £o presne robí faktor 1/N ! v zápise ako
napríklad ZN = ZN1 /N ! a pre£o zodpovedá neroz-
lí²ite©nosti £astíc. Rozmyslite si, ºe to ale platí iba
v limite ve©mi ve©kého po£tu £astíc.

Môºe pomôc´ vypo£íta´ ZN v jednoduchých
systémoch pre nejaké malé N . Napríklad zoberte
dvojhladinový systém s energiami 0 a E. Z2 pre
rozlí²ite©né £astice je triviálne (1 + e−βE)2, dá
sa aké dopo£íta´ aj explicitným sumovaním cez
mikrostavy dvoj£asticového systému. Pre nerozlí-
²ite©né £astice uº jednoduchá cesta nie je, treba
zapísa´ v²etky mikrostavy a po£íta´

∑
n e
−βEn .

Ukáºte, ºe v tomto prípade Z2 6= Z2
1/2!.

Skúste vypisova´ povolené mikrostavy pre N =
3, 4, . . . v prípade rozlí²ite©ných a nerozlí²ite©ných
£astíc a na základe toho si rozmyslite, ºe v limite
N →∞ uº ale faktor N ! bude ozaj robi´ to, £o má.
A teda eliminova´ zo sumy tie mikrostavy, ktoré sú
rôzne pre rozlí²ite©né £astice, ale identický mikro-
stav pre nerozlí²ite©né £astice.

Príklad 7 (� Viriálový rozvoj). V skriptách
Vlada �erného a/alebo Davida Tonga si pozrite
odvodenie van der Waalsovej rovnice. Rozmyslite
si, ºe je to príkladom viriálového rozvoja, ktorý je
rozvojom stavovej rovnice do hustoty £astíc

p

kT
=
∞∑
n=1

Bn(T )

(
N

V

)n
. (11)

�omu sa rovná prvý viriálový koe�cient?

Príklad 8 (Druhý viriálový koe�cient 1). Ro-
zmyslite si, ºe pri odvodení sme dokázali, ºe

B2(T ) = − 1

2V

∫
f12d~r1d~r2 , (12)

kde f(r) je Mayerova f funkcia daná ako

fij = f(|~ri − ~rj |) , f(r) = e−βV (r) − 1 (13)

a V (r) je dvoj£asticový potenciál. Pre akú asymp-
totiku V ∼ rn ked r → ∞ je tento koe�cient ko-
ne£ný?

Príklad 9 (� Ne£akaný faktor 2 pre biliardové
gule). Majme interak£ný potenciál v tvare

V (R) =

{
∞ r < σ
0 r > σ

. (14)

a. Rozmyslite si, o akú interakciu ide.

b. Ukáºte, ºe v takom prípade B2 = 2πσ3/3.

c. Rozmyslite si, ºe to je o faktor 2 inak, ako
by ste £akali.

Príklad 10 (� Druhý viriálový koe�cient 2).
Majme interak£ný potenciál v tvare

V (R) =


∞ r < σ
−V0 σ < r < 2σ

0 r > 2σ
. (15)

a. Rozmyslite si, o akú interakciu ide.

b. Vypo£ítajte B2 pre takýto potenciál.

c. Ako vyzerá B2 pre vysoké teploty?

Príklad 11 (Tretí viriálový koe�cient). Nájdite
tretí viriálový koe�cient pre potenciál (14) a pre
potenciál (15). Pre koe�cient B3 sa dá ukáza´

B3(T ) = − 1

3V

∫
f12f13f23d~r1d~r2d~r3 . (16)

Príklad 12 (Viriálny Mayerov vz´ah). Nájdite vi-
riálový rozvoj rozdielu tepelných kapacít Cp−CV .

2


