
Vybrané kapitoly zo ²tatistickej fyziky
Príklady z cvi£enia - návody a komentáre

cviko bolo 16.3.2021 fázové prechody, matica hustoty, klasická ²tatistická fyzika

Akéko©vek otázky smelo smerujte na juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Kritické koe�cienty v Landauovej

teórii

Príklad 1 (� Landauove kritické koe�cienty).
Rie²enie príkladu je vo videu.

Príklad 2 (Zloºitej²í Landau). V tomto prípade
je dôleºité, ºe dôjde k nespojitému fázovému pre-
chodu ked namiesto hodnotyM = 0 za£ne by´ mi-
nimom nenulová hodnota skokom. Výpo£et kritic-
kých exponentov je podobný ako v prechádzajúcej
úlohe.

Matica hustoty

Príklad 3 (Matica hustoty pre dvoj hladinový
systém.). �asti a. a b. sú vyrie²ené vo videu, £as´
c. je priamo£iara zmena bázy.

Príklad 4 (O matici hustoty.). Dôleºitá £as´ prí-
kladu je vyri²ená vo videu, prvé dve £asti sú pria-
mo£iarou manipuláciou s bra a ket vektormi.

Príklad 5 (Entropia kanonického súboru a matica
hustoty.). V tejto úlohe komplikácia v logaritme
matice. Pre diagonalnu maticu môºeme písa´ jed-
noducho

logA = log
∑
n

|n〉An 〈n| =
∑
n

|n〉 logAn 〈n| .

Pre nediagonálnu maticu je to nejde aº tak pria-
mo£iaro, ale ak sa matica diagonalizova´ dá A =
UΛU−1 (kde Λ je diagonálna matica vlastných
hodnôt matice A), potom

logA =
∑
i

(−1)i

i
Ai = U

(∑
i

(−1)i

i
Λi

)
U−1 =

=U log ΛU−1 .

Tak £i tak uº si len sta£í spomenú´ na de�núciu
vo©nej energie skrz logZ a spravi´ zopár úprav.

Klasická ²tatistická fyzika

Príklad 6 (Gibbsov paradox revisited). Tu je vä£-
²ina dôleºitých vecí spomenutá v zadaní. Naprí-
klad pre N = 2 sú pre rozlí²ite©né £astice mikro-
stavy (0, E) a (E, 0) dva rôzne stavy prispievajúce
rovnocenne do ²tatistickej sumy, v prípade neroz-
lí²ite©ných £astíc ide o jeden a ten istý mikrostav
ktorý do ²tatistickej sumy prispieva jedným £le-
nom.

Rozdiel medzi mikrostavmi rozlí²ite©ných a ne-
rozlí²ite©ných £astíc je teda v stiuáciách, kedy £as-
tice sedia v rôznych jedno£asticových stavoch. Ak
sú v tom istom jedno£asticovom stave, tak takáto
kon�gurácia prispieva rovnako do ²tatistickej sumy
pre oba druhy £astíc.

Treba teda nájs´ spôsob, ako zo ²tatistickej
sumy pre rozlí²ite©né £astice odstráni´ mikrostavy,
ktoré pre nerozlí²ite©né £astice neprispievajú. Fak-
tor N ! to robí tak, ºe kaºdej permutácií £astíc pri-
ra¤uje váhu iba jedného mikrostavu a nie v²etkých
N ! mikrostavov. Ale pozor, nie v²etky permutácie
vyrábajú nový mikrostav aj pre rozlí²ite©né £as-
tice. Kon�gurácie, kde sú niektoré z nich v tom
istom jedno£asticovom stave treba vydeli´ iným
(men²ím) faktorom. Týchto kon�gurácií je ale v
limite N → ∞ zanedbate©ne málo a �nte teda
(pribliºne) funguje.

Príklad 7 (� Viriálový rozvoj). V²eobecnej²ie sa
dá na tento postup pozera´ tak, ºe z grandkanonic-
kého súboru vypo£ítame p/kT = . . . a N/V = . . .,
kde pravé strany závisa od chemického potenciálu
µ. Ten ale nevieme, máme zadaný (stedný) po£et
£astíc N . Druhú rovnicu teda potrebujeme obráti´,
vyjazdi´ z nej chemický potenciál ako funkciu N
a potom dosadi´ do prvej rovnice. Vz´ah µ(N/V )
ale nejde analyticky a dokáºeme ho získa´ iba iba
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poruchovo v mocnínách N/V , odkia© potom do-
staneme poruchový rad v tých istých mocninách
pre p/kT .

Prvý virálový koe�cient je jednoducho 1 z toho,
ako vyzerá stavová rovnica ideálneho plynu.

Príklad 8 (Druhý viriálový koe�cient 1). Ke¤
sa robí rozvoj f(r) pre malé V (r) dostaneme vý-
sledný integrál v tvare∫

dr r2V (r) .

Ten konverguje pre V (r) ∼ r−3+ε, tak6e potebu-
jeme n men²ie ako −4. V²imnite si, ºe napríklad
elektrostatické pri´ahovanie pod©a Coulombovho
zákona je zúfalo silné. Ak chceme takto popiso-
va´ plyn £astíc, tie musia by´ elektricky neutrálne

a sily medzi nimi musia vznika´ nejakou multi-
pólovou interakciou.

Príklad 9 (� Ne£akaný faktor 2 pre biliardové
gule). Úloha je vypo£ítaná vo videách.

Príklad 10 (� Druhý viriálový koe�cient 2).
Úloha je vypo£ítaná vo videách.

Príklad 11 (Tretí viriálový koe�cient). Technicky
náro£nej²ia úloha, k rie²eniu ktorej sa ale dá do-
googli´.

Príklad 12 (Viriálny Mayerov vz´ah). Technicky
náro£nej²ia úloha, k rie²eniu ktorej sa ale dá do-
googli´.
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