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Isingov Model

Priklad 1 (M Mala $tvorcova mriezka). RieSenie
prikladu vo videu.

Priklad 2 (Explicitny rozvoj Statistickej sumy).
V oboch pripadoch potrebujeme nésjt maly para-
meter, ktory bude charakterizovat zodpovedajicu
limitu.

Pre nizkoteplotny rozvoj je, ako uvidime, dob-
rym parametrom x = e~ 2?7 a rozvoj nizkej tep-
loty je rozvojom v malom x. Pre T'= 0 je zaklad-
nym stavom pre aktukol'vek mriezku konfugurécia
vSetkych spinov orientovanych rovnako, nech mé
takyto stav energiu Ey. Potom je rozumné zapisat
Statistickdi sumu nasledovne

Z = ¢ PEO Z (6_26J>f = ¢ PEo Z:Ef ;

kde f je pocet linkov v mriezke, ktoré maju na svo-
jich koncoch spin s roznou orientéciou (terminus
technikus je "frustrovany”, preto f). Teraz treba
prechadzat cez konfiguricie v mriezke a pocitat,
kolko roznych existuje s jednym otofenym spi-
nom, s dvomi, tromi atd. Jeden otoceny spin da az
Styri frustrované linky, dva oto¢ené spiny daju Sest
alebo osem frustrovanych linkov podsa toho, & su
vedl'a seba alebo nie. Vysledok bude tiez zavisiet
od toho, akéi velka je mriezka, tj. kolTko spinov sa
v nech nachadza.

Pre vysokoteplotny rozvoj sa ukaze byt vhodny
parameter

v =tanh3J .

Pre parametre s;, s; rovné £1 plati

e %587 = cosh B.J + s;s;sinh BJ

a teda Statistickd suma sa da napisat ako

7 — Z Hefsis]ﬂ.]

i~vj

= coshﬂJZ H(l + s;s50) |

i~vj

kde sumujeme cez vSetky mozné kofiguracie spinov
a sadin ide cez vietky dvojice susednych spinov (to
zodpoveda standardnému oznaceniu i ~ j). Teraz
ostava si rozmysliet, ktoré konfiguracie preziju su-
movanie. Ked roznasobime vietky zatvorky, prvy
dostavame

Z ~ (cosh BJ)M Z (1+ UZsisj+
i~j

+v2223isjsksl+...) .

inj kel

Ostéava si rozmysliet, ktoré z ¢lenov preziju sumo-
vanie cez v8etky kofiguracie spinov. Pre vela z nich
totiz bude platit, Ze dve konfiguracie daji rovnaky
vysledok s opa¢nym znamienkom a teda sa odci-
taju. Napriklad pre kubickt mriezku bude prvy
netrivialny prispevok az radu v*.

Priklad 3 (3-stavovy Pottsov model). Toto je
veelku $tandardny priklad a k jeho rieSeniu by ne-
mal byt problém dogooglit sa.

Teoria stredného pola

Priklad 4 (M Hyperkubickd mriezka). RieSenie
prikladu vo videu.

Priklad 5 (M Isingove kritické koeficienty zo
stredného pola). RieSenie prikladu vo videu.



Priklad 6 (Widom scaling). Pripomenme si, ze
Widomovo gkalovanie predpokladéa, Ze volna ener-
gia sa v okolf kritického bodu rozpadne na regu-
larnu cast, ktora je kone¢nd a na singularnu cast,
ktora je homogénna a teda

fs(\Pe, N1B) ~ X f,(¢, B) ,

kde d je rozmer priestoru, € je relativna kriticka
teplota a B je vSeobecny parameter usporiadania,
napriklad magnetické pole. V tomto vztahu st p a
q parametre modelu. Spravnym derivovanim tohto
vztahu ziskame potrebné spravanie funkcie odozvy
v okoli kritického bodu a z neho pozadovany kri-
ticky koeficient.

Napriklad pre magnetizaciu pri nulovom poli
dostaneme

N M (NPe, MB) =AM (e, H) .

Tento vztah mé& platit vSeobecne pre I'ubovolné
hodnoty B a A. Ak zvolime nulové pole a A =
(&)~ /P, dostaneme

d—gq

M(e,0) ~ (=¢) 7,
odkial od¢itame kriticky koeficient

d—q
f=—".
P

7 toho istého vztahu sa dé ziskat koeficient § =

q/(d — q).
Pre kritické koeficienty 7, bude dolezita sus-
ceptibilita pri konstantnej teplote

A2y (Ne, X1B) = Ax(e, B) ,

odkial

Pre koeficienty «, o’ je zas podstatna tepelna
kapacita pri konstantnom B, pre ktord dostaneme

APe(W\Pe, N1B) = Me(e, B)

a potom
a=ao =2— g .
p
Podstatné je najmé to, Ze aj bez vedomosti
parametrov p a g dostédvame medzi kritikymi ko-
eficientami netrivalne vztahy, ktoré sa daja expe-

rimentalne overit.

Betheho aproximéacia

Betheho aproximécia je rozirenie metédy stred-
ného pol'a, kde spin na ktory sa pozerame inte-
raguje s okolitymi spinmi plnohodnotne, ale tie uz
citia iba stredné pole. Co presne sa berie ako oko-
lité spiny zévisi od toho, ako presne spravite apro-
ximéciu. Aj tato metoda vedie na selfkonzistentni
rovnicu, ktora bude komplpikovana, ale informécia
o kritickej teplote sa z nej bude dat aj tak ziskat.

Viac o Betheho aproximécii sa dozviete napri-
klad v poznamkach od Matusa Meda.

Priklad 7 (1D a 2D Ising model). RieSenie je spo-
minanych poznamkach.

Priklad 8 (Hyperkubickd mriezka). Toto je
priamociare zovSeobecnenie prechidzajiceho vy-
sledku, jediné, ¢o sa menf je pocet susedov a pod-
mienka bude

coth 8. =2d —1 .

Priklad 9 (Hexagonalna mriezka). Ked si to
dobre rozmyslite, v prechddzajicom priklade sa 2d
objavilo ako pocet susedov v klastri. Tym padom
sta¢i polozit d = 3/2.



