
Vybrané kapitoly zo ²tatistickej fyziky
Príklady z cvi£enia

cviko bolo 6.4.2021 kvantové plyny - bozóny

Akéko©vek otázky smelo smerujte na juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Hustota stavov

Príklad 1 (� Hustota stavov 1). Majme za-
daný disperzný vz´ah E(k). Nájdite hustotu sta-
vov g(E), tj. funkciu, ktorá v integráloch cez ener-
gie bude robi´ to, ºe budeme správne zarátava´
v²etky energetické stavy, a teda napríklad

〈E〉 =

∫
dE E g(E) . (1)

Návod. Pozor na moºnú degeneráciu energetic-
kých hladín.

Príklad 2 (Hustota stavov 2). Nájdite hustotu
stavov pre

a. � klasickú £asticu,

b. relativistickú £asticu,

c. � ultrarelativistickú £asticu,

d. � kvantovomechanickú £asticu v kocke s hra-
nou L bez spinu a so spinom,

e. kvantovomechanickú £asticu bez spinu a so
spinom vo valci.

Príklad 3 (Hustota stavov 3). Ako vyzerá vý-
sledok predchádzajúceho príkladu v dvoch a v
jednom priestorovom rozmere? Ako vyzerá v n-
rozmeroch?

Plyn bozónov

Príklad 4 (� Bozónová stavová rovnica). Ako vy-
zerá prvá kvantová oprava k stavovej rovnice bozó-
nového plynu? Rozmyslite si, £i sa tým tlak plynu
zvä£²il alebo zmen²il a £i je to tak, ako by ste £a-
kali.

Príklad 5 (Druhá korekcia k stavovej rovnici).
Dopo£ítajte druhú kvantovú korekciu k stavovej
rovnicu plynu bozónov.

Príklad 6 (Kvantová korekcia k tepelným kapa-
citám). Ako zmení kvantová korekcia v stavovej
rovnici bozónového plynu jeho tepelnú kapacitu
pri kon²tantnom objeme a pri kon²tantnom tlaku?
Ako vyzerá Mayerov vz´ah?

Príklad 7 (� Plyn fotónov a ºiarenie dokonale
£ierneho telesa). Energia fotónu je E = ~ω a kaºdá
energetická hladina je dvojnásobne degenerovaná.
Po£et fotónov sa nezachováva

a. Nájdite hustotu stavov v priestore frekven-
cií.

b. V stave so zadanou frekvenciou sa môºe na-
chádza´ ©ubovo©ne ve©a fotónov. Nájdite ²ta-
tistickú sumu Zω pro fotóny s danou frekven-
ciou ak je plyn fotónov v rovnováhe s rezer-
voárom s teplotou T (a nulovým fotónovým
chemickým potenciálom).

c. Na základe toho, ºe pre neinteragujúce £as-
tice je výsledná ²tatistická suma sú£inom
²tatistických sú nájdite vz´ah pre logaritmus
celkovej ²tatistickej sumy logZ.

d. Nájdite vz´ah pre strednú energiu a pre hus-
totu energie E(ω)dω v priestore frekvencií.1

e. Nájdite teplotnú závislos´ hustoty energie
E/V , tlaku, entropie a tepelnej kapacity
CV .2

1Tomu sa hovorí Planckov zákon.
2Z toho, ºe pre tok vyºiarenej energie platí Ec/4V dostaneme Stefan-Boltzmannov zákon.
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Bose-Einsteinova kondenzácia

Príklad 8. Vyjadrite kritickú teplotu Bose-
Einsteinovej kondenzácie ako funkciu základnej
energie £astice lokalizovanej v objeme a, kde a =

ρ
−1/3
c .

Príklad 9. Porovnajte typickú vzdialenos´ medzi
£asticami a de Broglieho vlnovú d¨ºku £astice pri
teplote Tc. Aký je dôsledok tohto výsledku?

Príklad 10. Ukáºte, ºe v dvoch priestorových roz-
meroch nedochádaz k Bose-Einsteinovej kondenzá-
cii, tj. ºe kritická teplota je nulová.

Príklad 11. Majme plyn bozónov v troch rozme-
roch, ktorý má naviac e²te jeden vnútorný stupe¬
vo©nosti σ s moºnými hodnotami energie 0 a ∆.
Ako zmení tento stupe¬ vo©nosti hodnotu kritic-
kej teploty plynu?
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