
Vybrané kapitoly zo ²tatistickej fyziky
Príklady z cvi£enia - návody a komentáre

cviko bolo 17.2.2022 opakovanie ²tatistickej fyziky

Akéko©vek otázky smelo smerujte na juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Príklad 1 (�riepky z termodynamiky). Tieto prí-
klady sú celkom priamo£iare. Viac menej viete,
kam sa chcete dosta´, odkia© máte za£ína´ a tak sa
snaºíte ºonglova´ so vz´ahmi, kým nedostanete to,
£o máte. Ak sa vám to nedarí, v skriptách Vlada
�erného to je spravené. Alebo v Tongovi. Alebo
niekde inde, skúste poh©ada´.

Príklad 2 (�riepky z pravdepodobnosti).

� Ako sme povedali na cvi£ení, tu netreba po-
£íta´ tú konvolúciu pravdepodobností, výsle-
dok pre 〈x+ y〉 a

〈
(x+ y)2

〉
−〈x+ y〉2 sa dá

podklada´ z 〈x〉 , 〈y〉 ,
〈
x2
〉
,
〈
y2
〉
ak sú nezá-

vislé.

� Nezabudnú´ na jakobián a faktor r2 v roz-
delení pravdepodobnosti za to, ºe vo vä£²ej
vzdialenosti od stredu je vä£²ia £as´ gule.

� � Odpove¤ na prvú otázku sa dá získa´ dvo-
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Pre druhú, zloºitej²iu, otázku je vhodnej²í
druhý prístup. Zaujímavé je, ºe obe pravde-
podobnosti vyjdú podobne ve©ké.

� Pre kaºdú £asticu je pravdepodobnos´, ºe
bude v nejakej inej £asti priestoru ako tej

na²ej 1− V
N . Pravdepodobnos´, ºe daný kus

priestoru zostane prázdny je teda toto £íslo
na N -tú. Pre makroskopický po£et £astíc je
tento výsledok na nerozoznanie od 1/e.

Príklad 3. [Kruhové deje]

a. Ni£ ²peciálne, iba práca so stavovou rovnicou
a rovnicou pre adiabatický dej.

b. Tlak, pri ktorom sa plyn rozpína musí by´
vy²²í ako tlak, pri ktorom plyn stlá£ame. Tak
dostaneme

∮
p dV kladné, resp. ©udskou re-

£ou plyn vykoná viac práce pri rozpínaní ako
my na �om pri stlá£aní a výsledkom je práca
premenená na teplo.

c. Prvá veta termodynamická hovorí, ºe dE =
δQ + δW . Pre ideálny plyn dE = 3nRT/2
a δW = −pdV . Pod©a zmeny teploty a ob-
jemu sa dá rozmyslie´, £i je δQ vä£²ie alebo
men²ie ako nula. Napríklad ak sa plyn roz-
pína jeho teplota rastie, ur£ite musí prijíma´
teplo. Ak je jeho objem kon²tantný a teplota
klesá, musí teplo odovzdáva´.

d. Plyn koná prácu tam, kde sa rozpína.

e. Explicitné výpo£ty pod©a spomínaného pr-
vého termodynamického zákona. K tomu sa
zíde vz´ah pre zmenu entropie1

S2 − S1 = nR log
V2
V2

+
3

2
nR log

T2
T1

.

E²te sa môºe zís´, ºe pre izocho-
rický/izobarický dej vieme ∆Q = cP,V ∆T .

f. Ú£innos´ je vykonaná práca vydelená cel-
kovým dodaným teplom. Takºe si treba ro-
zmyslie´ kde plyn konal prácu, kde sme mu-
seli kona´ prácu nad plynom my a kde sme

1Ktorý sa dá odvodi´ z toho istého zákona a z δQ = TdS. Je dobré si pamäta´, ºe výsledok je logaritmus pomerov.
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plynu dodávali teplo. Odovzdane teplo nás v
tomto výpo£te nezaujíma.

Príklad 4 (Maxwellovia Boltzmanovia).

a. Maxwell-Boltzmanovo rozdelenie

ρ(x, v) = Ce
1
kT ( 1

2
mv2+V (x)) ,

kon²tanta z toho, ºe
∫
dvdx ρ(x, v) = 1 a roz-

delenie v x je ρ(x)
∫
dv ρ(x, v).

b. Spo£íta´ 〈x〉 a σx z prechádzajúceho rozde-
lenia.

c. p =
∫
I dxρ(x)

d. V limite malej teploty by výsledok mal by´
rovnomerným rozdelením na x, kde je po-
tenciál nulový (resp. minimálny) a v limite
ve©kých teplôt by malo by´ rozdelenie rov-
nomerné na v²etkých povolených hodnotách
x. Rozmyslite si pre£o a rozmyslite si, ako do
toho vstupuje nekone£ná hodnota potenciálu
mimo povolených hraníc.

Príklad 5. Aº na tretiu £as´ sú to v²etko vcelku
priamo£iare výpo£ty podobné príkladu 3. Tretia
£as´ je trochu problematickej²ia. Vnútorné ener-
gie plynov budú na konci a na za£iatku rovnaké,
ke¤ºe teplota celej ²katule bude po ustálení rov-
naká a energia ideálneho plynu závisí iba od tep-
loty. Teplo teda bude tiec´ smerom z men²ej £asti
do vä£²ej a bude rovné celkovej vykonanej práci
vä£²ej £asti plynu na men²ej.

Táto práca ale závisí od konkrétnej realizá-
cie toho procesu. Najjednoduch²ou je izotermická,
ktorá by predpokladala, ºe plyny menia objem
dostato£ne pomaly a prepáºka je dostato£ne te-
pelne vodivá. �oko©vek komplikovanej²ie si vyºa-
duje akísi iteratívny proces, kde sa plyny postupne
dostávajú do rovnováhy.

Extrémnym príkladom je napríklad adiaba-
tický prechod s dokonale nevodivou prepáºkou.
Ke¤ sa dosiahne rovnováha, prepáºku za�xujeme
aby sa nemenil objem a necháme izochoricky pre-
tiec´ energiu aº do dosiahnutia rovnakej teploty.
Potom zas prepáºku uvo©níme a plyny necháme
adiabaticky vyrovnáva´ tlaky. A tak ¤alej aº kým
nedosiahneme de�nitívnu rovnováhu.

Alebo môºeme plynom pomôc´ zvonku a me-
chanicky presunú´ prepáºku do polohy s výsled-
nou rovnováhou (zatia© sa budú adiabaticky stlá-
£a´/roz´ahova´), potom prepáºku za�xova´ a ne-
cha´ ich dosiahnu´ teplotu T . Alebo nie£o so�sti-
kovanej²ie s in�nitizemálnymi krokmi.

Skúste si v²etko toto nakresli´ v pV diagrame
pre jednu z £astí nádoby a rozmyslie´, ako tie deje
vyzerajú tam.

Príklad 6. V prvých dvoch £astiach si treba spo-
menú´ na mikrokanonické rozdelenie. V prvej si
rozmyslie´, ko©ko existuje mikrostavov tých £astíc,
ktoré majú energiu 4∆ a v druhej spo£íta´ strednú
hodnotu cez súbor, v ktorom sú v²etky tieto moº-
nosti rovnako pravdepodobné.

V tretej £asti si treba spomenú´ na kanonický
súbor. K dispozícií sú v²etky moºné kon�gurá-
cie £astíc, ale kaºdá s pravdepodobnos´ou pi =
e−Ei/kT /Z.

Príklad 7. �

a. Pravdepodobnos´ výskytu £astice v danej
energetickej hladine

pi =
e−

Ei
kT∑

j e
− Ei
kT

.

Limitu T → 0 preºije iba najniº²ia energia
a teda pri T1 budú v²etky £astice v stave
k = 0. Pri teplote T2 sa zotrie rozdiel medzi
energiami E0 a E1 a obe hladiny budú rov-
nako pravdepodobné, ale pravdepodobnos´
nájs´ £astice v stavoch 2 a 3 bude nulová,
takºe 〈E〉 = (E0 + E1)/2. Pre T2 sú v²etky
stavy rovnako pravdepodobné a teda

〈E〉 =
E0 + E1 + 2E2

4
.

Dá sa na to celé pozera´ takto. Teplota T
dovo©uje �uktuova´ energií pribliºne o kT ,
takºe energetické rozdiely malé v porovnaní
s touto hodnotou sú zanedbate©né, ve©ké na-
opak nedosiahnute©né.

b.
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c. Priamo£iare výpo£ty v kanonickom rozde-
lení. Dostávame

Z =
(
e−βE0 + e−βE1 + 2e−βE2

)N
a potom z 〈E〉 = −d logZ/dβ

〈E〉 = N
E0e

−βE0 + E1e
−βE1 + 2E2e

−βE2

e−βE0 + e−βE1 + 2e−βE2

a z 〈k〉 =
∑3

i=0 ki 〈ni〉 /N , kde ni = Npi je
stredný po£et £astíc s kvantovým £íslom ki,

〈k〉 =
e−βE1 + 5e−βE2

e−βE0 + e−βE1 + 2e−βE2
.

Príklad 8. Aº do poslednej £asti tohto príkladu
ide o priamo£iare výpo£ty v kanonickom a grand-
kanonickom súbore. Posledná £as´ je ale dos´
tricky. Môºu sa tu mie²a´ ozna£enia a nie je ©ahké
si rozmyslie´ £o kam napísa´. Naivne by sme chceli
písa´, tak ako pre strednú obsadenos´ energetic-
kých hladín v kanonickom súbore, nie£o ako (ni je
po£et £astíc v jedno£asticovom stave i, N je cel-
kový po£et £astíc v systéme)

〈n0〉 ∼ Np0 = . . .

a máme problém, lebo nie je jasné £o písa´ za p0.
Pavlovovsky by sa tam hodilo nie£o ako

1

Z
e−

Ei−µNi
kT

ale tu je i nie£o úplne iné ako pri ni. Takºe £o
¤alej?

Vrátime sa na úplný za£iatok, k odvodeniu
grandkanonického rozdelenia. Tam sa bral celkom
systém+rezeroár ako mikrokanonický súbor. Nech
má teda tento supersystém M £astíc a nech N
z nich je v na²om systéme. Povie sa, ºe pravde-
podobnos´ I-teho stavu systému je úmerná po£tu

mikrostavov rezervoára, £o v ²tandardnom ozna-
£ení dá

pI ∼ ΩR(E − EI ,M −NI) .

rozvojom ΩR pre E � EI ,M � NI dostaneme
²tandardnú formulu s teplotou a chemickým po-
tenciálom rezervoára ako patri£né derivácie ΩR.
My ale potrebujeme vedie´, ako je NI £astíc roz-
delených medzi jedno£asticové stavy i.

Ideme na to postupne. Nech NI = 0. Po-
tom máme len jeden moºný mikrostav systému s
EI = 0 a n0 = 0. Ak máme v systému jednu £as-
ticu NI = 1, potom uº máme viac moºností. Ener-
getické moºnosti sú EI = 0,∆, 2∆. Problém ale je,
ºe pre rozlí²ite©né £astice závisí na tom, ktorá £as-
tica z rezervára pri²la a kaºdý jeden z mikrostavov
(ktorých je 6) zodpovedá vlastne M mikrostavom
pod©a toho, o ktorú £asticu ide. Také nie£o nemá
rozumnú limituM →∞ a nie je dobre de�novaný.
Pou£enie teda je, ºe grandkanonické rozdelenie je
dobre de�nované iba pre nerozlí²ite©né £astice2.
Pre nerozlí²ite©né £astice je to teraz variácia na
neskor²ie príklady tejto sady, kde pre rôzne hod-
noty NI vypisujem v²etky moºné mikrostavy, po-
zerám sa na ich energie, pí²em pravdepodobnosti
pI a nakoniec chcem spo£íta´ stretnú hodnotu

〈n0〉 =

∞∑
NI=0

∑
EI ,N=NI

n0
1

Z
e−

EI−µNI
kT .

Nemám rozmyslené, £i a ako sa to dá urobi´ syste-
maticky úplne dokonca. Rád si vypo£ujem rie²enie
od kohoko©vek, kto si to rozmyslí skôr ako ja :)

V²imnite si, ºe to je nie£o podobné ako pri po-
£ítaní grandkanonickej parti£nej sumy

Z =
∑
I

e−
EI−µNI

kT

a jej prepísaní skrz∑
I

→
∞∑

NI=0

∑
j,N=NI

e−
Ej
kT e−

µNI
kT

kde teraz j £ísluje stavy systému, ktoré majú za�-
xovaný po£et £astíc N = NI .

Príklad 9. Opä´ priamo£iare výpo£ty v kanonic-
kom súbore s tým, ºe stredná obsadenos´ energe-
tickej hladiny je opä´ Npi.

2Tu to e²te nemám dokonale domyslené, £i sa nedajú nejak rozumne de�nova´ veli£iny "na jednu £asticu"vydelením

po£tom £astíc M , £o by malo ²ancu £osi rozumné dáva´. Dajte mi prosím vedie´, ak k tomu máte £o poveda´.
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Príklad 10. Tri nasledujúce príklady majú rov-
nakú logiku. Máme dané rôzne moºnosti, kde sa
£astice/pe²iaci môºu nachádza´ a máme dané pra-
vidlá, pod©a ktorých sa tieto moºnosti obsadzujú.
Potrebujeme nájs´ v²etky moºnosti usporiadania
pod©a týchto pravidiel, patri£ne ich ováhova´ fak-
tormi e−E/kT a moºno spo£íta´ nejakú strednú
hodnotu v rozdelení týchto moºností s patri£nými
pravdepodobnos´ami. Vo v²etkých prípadoch je
najdôleºitej²ie vymyslie´ si systém, pod©a ktorého
nájdeme v²etky moºnosti, na ºiadnu nezabudneme
ale ºiadnu nezarátame viac krát. Dobré je naprí-
klad vedie´ skontrolova´, ak sa dá, ko©ko malo
by´ dohromady v²etkých moºností a overi´, ºe ich
máme vypísaných to©ko a nie viac alebo menej.

Konkrétne v tretej £asti tejto úlohy e²te treba
nejak systematicky ubra´ energiu kon�guráciám,
v ktorých sú pe²iaci tej istej farby blízko pri sebe.
Napríklad ubra´ energiu ε mikrostavom, v ktorých
sú pe²iaci rovnakej farby na polí£kach, ktoré majú
spolo£ný vrchol. A moºno e²te prida´ energiu ε
mikrostavom, v ktorých sú v opa£ných rohoch ²a-
chovnice. Prípadne rôzne hodnoty pre rôznu farbu
pe²iakov.

Príklad 11 (�tatistika 1).

Príklad 12 (� �tatistika 2).

Tieto dva príklady boli v písomkách ako bonu-
sové.

Príklad 13. Tento príklad bude na domácu úlohu.

Príklad 14. Idea príkladu je necha´ zbehnú´ Car-
notov stroj in�nitizemálny po£et krát. Teplo, ktoré
pri tom odoberieme teplej²iemu telesu je δQ+ =
C1dT+ a teplo ktoré dodáme chladnej²iemu telesu
je δQ− = C2dT−. Teraz zavoláme na pomoc vz´ah
pre ú£innos´ Carnotovho stroja

η = 1− T−
T+

= 1− |δQ−|
δQ+

.

Z toho dostaneme separovate©nú diferenciálnu rov-
nicu pre teploty T±, ktorú vyrie²ime a h©adáme
kedy T+ = T− a stroj zastane. Výsledok by mal
by´ geometrický priemer po£iato£ných teplôt chla-
di£a a ohrieva£a.

Prácu dostaneme ako sú£et (resp. integrál) ma-
lých prác δW = δQ+−|δQ| a celkovú ú£innos´ ako
podiel vykonanej práce a tepla, ktoré stratilo tep-
lej²ie teleso.
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