
Vybrané kapitoly zo ²tatistickej fyziky
Príklady z cvi£enia

cviko bolo 17.3.2022 fázové prechody (a univerzalita)

Akéko©vek otázky smelo smerujte na juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Príklad 1 (■ Viaczloºkové systémy). Na popis

systémov, ktoré sa skladajú z viacerých zloºiek,

ktoré si medzi sebou môºu vymie¬a´ £astice, sa

najviac hodí formalizmus grandkanonických súbo-

rov. Pre kaºdú zo zloºiek i = 1, . . . , n, v ktorej sa

nachádza Ni £astíc, budeme ma´ osobitný rezer-

voár s chemickým potenciálom µi. To, ºe £astice

prechádzajú medzi zloºkami bude re�ektova´ to,

ºe zmeny po£tu £astíc v zloºkách nebudú nezá-

vislé. Bude ich kontrolova´ parameter x, ktorý si

moºno predstavi´ ako po£et prebehnutých výmien

£astíc medzi zloºkami systému. Potom platí

dNi = νi x,

kde νi sú parametre, ktoré ur£ujú vnútornú dyna-

miku systému. Budeme skúma´ rovnováhu tohto

systému pri �xovanej teplote a tlaku.

a. Rozmyslite si, ºe pri h©adaní rovnováhy

tohto systému je dôleºitý Gibbsov potenciál

G.

b. Ako vyzerá podmienka minima G pre dané

νi?

Návod. Bude sa treba pozrie´ Gibbsove poten-

ciály na jednu £asticu v jednotlivých fázach a

vz´ah medzi nimi.

Príklad 2 (■ Chemické reakcie). Majme trojz-

loºkový systém, v ktorom sa nachádzajú molekuly

vodíka H2, kyslíka O2 a vody H2O. Okrem toho

môºe medzi nimi prebieha´ chemická reakcia

2H2 +O2 ⇌ 2H2O .

a. Ako vyzerajú koe�cienty νi pre tento sys-

tém? Ako vyzerá podmienka rovnováhy?

b. Ak modelujeme kaºdú zo zloºiek ako ideálny

plyn, ako bude vyzera´ vz´ah medzi rovno-

váºnymi koncetráciami jednotlivých zloºiek?

Príklad 3 (Kondenzácia vody - Clausius-Cla-

peiron revisited). Majme dvojzloºkový systém, v

ktorom sa nachádzajú molekuly vody v plyn-

nom a kvapalnom skupenstve. Molekuly môºu me-

dzi fázami prechádza´, ale zo systému neunikajú.

Ozna£me entropiu na jednu £asticu v príslu²nej

fáze si a objem na jednu £asticu vi.

a. Ako vyzerajú koe�cienty νi pre tento sys-

tém?

b. Nech je systém v rovnováhe pri teplote T a

tlaku p. Zme¬me tieto hodnoty o dT a dp
tak, aby aj pri nových hodnotách bol sys-

tém v rovnováhe. V akom vz´ahu musia by´

zmeny Gibbsovych potenciálov v jednotli-

vých fázach?

c. Na základe tejto podmienky odvo¤te

Clausius-Clapeironovu rovnicu £iary fázo-

vého prechodu

dp

dT
=

L

T (V2 − V1)
.

Príklad 4 (■ van der Waalsov fázový prechod).

Majme (neideálny) plyn, ktorý je popísaný van

der Waalsovou stavovou rovnicou. Tento plyn má

fázový prechod prvého druhu popísaný Clausius-

Clapeironovou rovnicou. Pre istú kritickú teplotu

je v²ak prechod aº druhého rádu.

a. Nádjite túto kritickú teplotu. Aké sú hod-

notu tlaku a hustoty plynu v tomto bode?

b. Aké sú kritické koe�cienty v okolí tohto kri-

tického bodu?

Návod. Podmienka kritického bodu je, okrem tej

spomínanej na predná²ke,

∂p

∂V
=

∂2p

∂V 2
= 0 .
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Príklad 5 (Dietericiho rovnica na precvi£enie).

Nájdite pomer pV/RT v kritickom bode plynu,

ktorý sa správa pod©a Dietericiho rovnice

p(V − b) = RTe−
a

RTV .

Príklad 6 (■ Pouºitie CC rovnice). Na obrázku

je na£rtnutá zmena tlaku zmesy topiaceho sa hélia

pri zvy²ovaní teploty. Ak viete, ºe hélium pri to-

pení zvä£²uje svoj objem, na£rtnite zodpovedajúcu

zmenu entropie.

Príklad 7 (Fluktuácie energie). Na predná²ke

ste videli, ºe pri fázovom prechode �uktuácie po-

£tu £astíc divergujú. Ukáºte podobný výsledok pre

�uktuácie strednej energie VdW plynu. Rozmyslite

si, ako to funguje pre systém so v²eobecným kri-

tickým koe�cientom.

Návod. Bude uºito£né pozrie´ sa na tepelnú ka-

pacitu. Ak si neviete rady, skúste £osi pogoogli´.

A nasleduje jeden príklad, ktorý nebude dobrý

na ni£ ¤al²ie v tomto kurze, ale je ur£ite zaují-

mavý, pou£ný a dá sa s ním ve©mi vyhra´. A je

príkladom univerzality, ktorá bola spomínaná na

predná²ke.

Príklad 8 (Rozdelenia vlastných hodnôt v sú-

boroch náhodných matíc). Na tento príklad bu-

dete potrebova´ po£íta£ový matematický program,

ktorý zvláda veci ako po£ítanie vlastných hodnôt

vä£²ích matíc a spracovanie ve©kého mnoºstva dát.

Napríklad Mathematica.

V príklade budeme pouºíva´ rôzne pravdepo-

dobnostné rozdelenia. Zvedavosti sa medze ne-

kladú, ale mali by ste skúsi´ aspo¬ niektoré z

týchto

� ±1 s rovnakou pravdepodobnos´ou,

� rovnomerné na intervale (−1, 1),

� ± 3
√
3 s rovnakou pravdepodobnos´ou,

� normálne s nulovou strednou hodnotou a

σ2 = 1,

� nejaké iné s nulovou strednou hodnotou a

jednotkovou disperziou.

a. Napí²te program, ktorý pre zadané n vy-

generuje symetrickú maticu, ktorej vstupy

budú náhodné £ísla so zadaným rozdelením

pravdepodobnosti.1

b. Nechajte program vygenerova´ ve©a ta-

kýchto matíc (∼ 1000) a vykreslite histo-

gram v²etkých vlastných hodnôt, ktoré ste

takto dosiahli. Sledujte, ako sa mení tento

histogram ke¤ zvä£²ujete ve©kos´ matice od

n = 2 po n = 20.

c. Porovnajte rozdiel medzi histogramami

vlastných hodnôt pre rôznej pravdepodob-

nostné rozdelenia vstupov.

Návod. Tieto rozdelenia sú jedným z príkla-

dov univerzality. Výsledkom by malo by´, ºe bez

oh©adu na to, ako vyzerá rozdelenie pravdepodob-

nosti pre vstupy, v limite ve©kých matíc bude roz-

delenie vlastných hodnôt vyzera´ vºdy rovnako.

(Viac o týchto veciach by ste sa boli bývali do-

zvedeli, keby ste si boli bývali zapísali predmet Ma-

ticové metódy v teoretickej fyzike.)

Ak Vás takéto veci bavia, môºete skúsi´ gene-

rova´ hermitovské matice a sledova´, ako to fun-

guje tam.

1Dobrý nápad je napríklad vygenerova´ ©ubovo©nú maticu, pripo£íta´ k nej jej transponovanú a vydeli´ tak, aby sme

nepokazili σ2.
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