
Vybrané kapitoly zo ²tatistickej fyziky
Príklady z cvi£enia

cviko bolo 24.3.2022 entropie, spinové modely

Akéko©vek otázky smelo smerujte na juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Entropia

Príklad 1 (■ O entropií informa£ného zdroja.).
Príklad je vypo£ítaný vo videou.

Príklad 2 (O entropií £iernej diery.).

Príklad 3 (Extremalizovanie entropie bez vä-
zieb.). Podobne ako v prvej úlohe, k©ú£om je po-
£ítanie s Lagrangeovym multiplikátorom. Budeme
h©ada´ extrém lagrangiánu

L = −k
∑

pi log pi + α

(
1−

∑
i

pi

)
,

kde �pohybová� rovnice pre α zariadi platnos´
väzby. Z Euler-Lagrangeovych rovníc dostávame

−k (log pi + 1)− α = 0

z £oho log pi = const a z normalizácie pi = 1/N .
Z de�ni£ného vz´ahu pre entropiu dostávame, ºe
S = k + α.

Príklad 4 (Extremalizovanie entropie s väzbou
na strednú energiu.). Podobne ako v prechúcej
úlohe. Funkciu Lagrangeovho multiplikátora pre-
zradí jeho pozícia vo výslednom rozdelení pravde-
podobnosti.

Príklad 5 (Extremalizovanie entropie s väzbou na
strednú energiu a disperziu energie.). Opä´ po£í-
tame s Lagrangeovými multiplikátormi.

Isingov Model

Príklad 6 (■ Malá ²tvorcová mrieºka). Rie²enie
príkladu vo videu.

Príklad 7 (Explicitný rozvoj ²tatistickej sumy).
V oboch prípadoch potrebujeme násj´ malý para-
meter, ktorý bude charakterizova´ zodpovedajúcu
limitu.

Pre nízkoteplotný rozvoj je, ako uvidíme, dob-
rým parametrom x = e−2βJ , a rozvoj nízkej tep-
loty je rozvojom v malom x. Pre T = 0 je základ-
ným stavom pre akúko©vek mrieºku konfugurácia
v²etkých spinov orientovaných rovnako, nech má
takýto stav energiu E0. Potom je rozumné zapísa´
²tatistickú sumu nasledovne

Z = e−βE0
∑(

e−2βJ
)f

= e−βE0
∑

xf ,

kde f je po£et linkov v mrieºke, ktoré majú na svo-
jich koncoch spin s rôznou orientáciou (terminus
technikus je �frustrovaný�, preto f). Teraz treba
prechádza´ cez kon�gurácie v mrieºke a po£íta´,
ko©ko rôznych existuje s jedným oto£eným spi-
nom, s dvomi, tromi at¤. Jeden oto£ený spin dá aº
²tyri frustrované linky, dva oto£ené spiny dajú ²es´
alebo osem frustrovaných linkov pod²a toho, £i sú
ved©a seba alebo nie. Výsledok bude tieº závisie´
od toho, aká ve©ká je mrieºka, tj. ko©ko spinov sa
v nech nachádza.

Pre vysokoteplotný rozvoj sa ukáºe by´ vhodný
parameter

v = tanhβJ .

Pre parametre si, sj rovné ±1 platí

e−sisjβJ = coshβJ + sisj sinhβJ

a teda ²tatistická suma sa dá napísa´ ako

Z =
∑∏

i∼j

e−sisjβJ

 =

= coshβJ
∑∏

i∼j

(1 + sisjv)

 ,

kde sumujeme cez v²etky moºné ko�gurácie spinov
a sú£in ide cez v²etky dvojice susedných spinov (to
zodpovedá ²tandardnému ozna£eniu i ∼ j). Teraz
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ostáva si rozmyslie´, ktoré kon�gurácie preºijú su-
movanie. Ke¤ roznásobíme v²etky zátvorky, prvý
dostávame

Z ∼ (coshβJ)M
∑(

1 + v
∑
i∼j

sisj+

+ v2
∑
i∼j

∑
k∼l

sisjsksl + . . .
)
.

Ostáva si rozmyslie´, ktoré z £lenov preºijú sumo-
vanie cez v²etky ko�gurácie spinov. Pre ve©a z nich
totiº bude plati´, ºe dve kon�gurácie dajú rovnaký
výsledok s opa£ným znamienkom a teda sa od£í-
tajú. Napríklad pre kubickú mrieºku bude prvý
netriviálny príspevok aº rádu v4.

Príklad 8 (3-stavový Pottsov model). Toto je
vcelku ²tandardný príklad a k jeho rie²eniu by ne-
mal by´ problém dogoogli´ sa.

Teória stredného po©a

Príklad 9 (■ Hyperkubická mrieºka). Rie²enie
príkladu vo videu.

Príklad 10 (■ Isingove kritické koe�cienty zo
stredného po©a). Rie²enie príkladu vo videu.

Príklad 11 (Widom scaling). Pripome¬me si, ºe
Widomovo ²kálovanie predpokladá, ºe vo©ná ener-
gia sa v okolí kritického bodu rozpadne na regu-
lárnu £as´, ktorá je kone£ná a na singulárnu £as´,
ktorá je homogénna a teda

fs(λ
pε, λqB) ∼ λdfs(ε,B) ,

kde d je rozmer priestoru, ε je relatívna kritická
teplota a B je v²eobecný parameter usporiadania,
napríklad magnetické pole. V tomto vz´ahu sú p a
q parametre modelu. Správnym derivovaním tohto
vz´ahu získame potrebné správanie funkcie odozvy
v okolí kritického bodu a z neho poºadovaný kri-
tický koe�cient.

Napríklad pre magnetizáciu pri nulovom poli
dostaneme

λqM(λpε, λqB) = λdM(ε,H) .

Tento vz´ah má plati´ v²eobecne pre ©ubovo©né
hodnoty B a λ. Ak zvolíme nulové pole a λ =
(−ε)−1/p, dostaneme

M(ε, 0) ∼ (−ε)
d−q
p ,

odkia© od£ítame kritický koe�cient

β =
d− q

p
.

Z toho istého vz´ahu sa dá získa´ koe�cient δ =
q/(d− q).

Pre kritické koe�cienty γ, γ′ bude dôleºitá sus-
ceptibilita pri kon²tantnej teplote

λ2qχ(λpε, λqB) = λdχ(ε,B) ,

odkia©
γ = γ′ =

2q − d

p
.

Pre koe�cienty α, α′ je zas podstatná tepelná
kapacita pri kon²tantnom B, pre ktorú dostaneme

λ2pc(λpε, λqB) = λdc(ε,B)

a potom

α = α′ = 2− d

p
.

Podstatné je najmä to, ºe aj bez vedomosti
parametrov p a q dostávame medzi kritikými ko-
e�cientami netriválne vz´ahy, ktoré sa dajú expe-
rimentálne overi´.

Betheho aproximácia

Betheho aproximácia je rozírenie metódy stred-
ného po©a, kde spin na ktorý sa pozeráme inte-
raguje s okolitými spinmi plnohodnotne, ale tie uº
cítia iba stredné pole. �o presne sa berie ako oko-
lité spiny závisí od toho, ako presne spravíte apro-
ximáciu. Aj táto metóda vedie na selfkonzistentnú
rovnicu, ktorá bude komplpikovaná, ale informácia
o kritickej teplote sa z nej bude da´ aj tak získa´.

Viac o Betheho aproximácii sa dozviete naprí-
klad v poznámkach od Matú²a Meda.

Príklad 12 (1D a 2D Ising model). Rie²enie je
spomínaných poznámkach.

Príklad 13 (Hyperkubická mrieºka). Toto je
priamo£iare zov²eobecnenie prechádzajúceho vý-
sledku, jediné, £o sa mení je po£et susedov a pod-
mienka bude

cothβcJ = 2d− 1 .

Príklad 14 (Hexagonálna mrieºka). Ke¤ si to
dobre rozmyslíte, v prechádzajúcom príklade sa 2d
objavilo ako po£et susedov v klastri. Tým pádom
sta£í poloºi´ d = 3/2.
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