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Grandkanonické rozdelenie

Príklad 1 (Chemický potenciál ideálneho plynu).
K©ú£ové je si rozmyslie´, ºe z

dE = −pdV + TdS + µdN

vyplýva, ºe chemický potenciál je energia potrebná
na dodanie jednej £astice, ale za podmienky kon-
²tantnosti entropie. Tým, ºe do ideálneho plynu
pridáme jednu £asticu výrazne zvý²ime mnoºstvo
spôsobov, ako môºe by´ táto energia medzi £astice
rozdelená. Ak chceme zachova´ entropiu, musíme
zníºi´ celkové mnoºstvo energie. Výsledok doda-
nia jednej £astice pri kon²tantnej entropii je teda
ubudnutie energie.

Príklad 2 (Príklad z predná²ky). Zopakujte od-
vodenie Langmuirovej adsorb£nej rovnice pre pro-
teíny, na ktoré sa vedia zachyti´ dve molekuly kys-
líka. Ko©ko molekúl kyslíka na daný po£et molekúl
proteínu, bude vedie´ takáto látka prenies´ pri rov-
nakých podmienkach?

Ako by to vyzeralo pre proteín, na ktorý sa vie
naviaza´ n kyslíkov?

Príklad 3 (■ Môj ob©úbený príklad o grandkano-
nikcých súboroch). Treba odvodi´ vz´ah pre che-
mický potenciál pre ideálny plyn v dvoch rozme-
roch a potom jednoducho zobra´

µ2D
S = µ3D

V .

Tam si treba da´ pozor na to, ºe v troch rozme-
roch funguje trochu inak integrovanie cez v²etky
stavy, nako©ko objemový element v priestore hyb-
ností vyzerá inak.

Pri odvodení grandkanonického súboru sa
predpokladá, ºe stav rezervoáru sa ubudnutím jed-
nej £astice príli² nezmení. Ni£ sa ale nepredpo-
kladalo o ve©kosti systému. V na²ej úlohe môºe
ako rezervoár fungova´ objem ²katule, ale aj stena

na ktorej sú £astice nalepené. Aspo¬ na jednom z
týchto miest teda musí by´ ve©mi ve©a £astíc. To
ale znamená, ºe sta£í, aby N bolo ve©mi ve©ké.

Príklad 4 (Za£iatok viriálového rozvoja). K©ú-
£ové vz´ahy sú

pV

kT
= logZ ,

N

V
=

z

V

∂ logZ
∂z

,

kde z = eµβ .
Prvý je dôsledkom funkcionálnej závislos´

grandkanonického potenciálu Φ = −β logZ. Z
toho, ºe S = k ∂T logZ

∂T a ⟨E⟩ − µ ⟨N⟩ = −∂ logZ
∂β

dostaneme Φ = F − µN . Ke¤ºe N a F sú exten-
zívne veli£iny a µ je intenzívna veli£ina, Φ je in-
tenzívna veli£ina. Ke¤ºe jej prirozdené parametre
sú V, µ, T , musí by´ v tvare

intenzívna veli£ina × V .

Z toho, ako vyzerá dΦ zistíme, ºe táto intenzívna
veli£ina je −p.

Druhý je priamo£iarym dôsledkom de�nície
⟨N⟩.

Klasická ²tatistická fyzika

Príklad 5 (Gibbsov paradox revisited). Tu je vä£-
²ina dôleºitých vecí spomenutá v zadaní. Naprí-
klad pre N = 2 sú pre rozlí²ite©né £astice mikro-
stavy (0, E) a (E, 0) dva rôzne stavy prispievajúce
rovnocenne do ²tatistickej sumy, v prípade neroz-
lí²ite©ných £astíc ide o jeden a ten istý mikrostav
ktorý do ²tatistickej sumy prispieva jedným £le-
nom.

Rozdiel medzi mikrostavmi rozlí²ite©ných a ne-
rozlí²ite©ných £astíc je teda v stiuáciách, kedy £as-
tice sedia v rôznych jedno£asticových stavoch. Ak
sú v tom istom jedno£asticovom stave, tak takáto
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kon�gurácia prispieva rovnako do ²tatistickej sumy
pre oba druhy £astíc.

Treba teda nájs´ spôsob, ako zo ²tatistickej
sumy pre rozlí²ite©né £astice odstráni´ mikrostavy,
ktoré pre nerozlí²ite©né £astice neprispievajú. Fak-
tor N ! to robí tak, ºe kaºdej permutácií £astíc pri-
ra¤uje váhu iba jedného mikrostavu a nie v²etkých
N ! mikrostavov. Ale pozor, nie v²etky permutácie
vyrábajú nový mikrostav aj pre rozlí²ite©né £as-
tice. Kon�gurácie, kde sú niektoré z nich v tom
istom jedno£asticovom stave treba vydeli´ iným
(men²ím) faktorom. Týchto kon�gurácií je ale v
limite N → ∞ zanedbate©ne málo a �nte teda
(pribliºne) funguje.

Príklad 6 (■ Viriálový rozvoj). V²eobecnej²ie sa
dá na tento postup pozera´ tak, ºe z grandkanonic-
kého súboru vypo£ítame p/kT = . . . a N/V = . . .,
kde pravé strany závisa od chemického potenciálu
µ. Ten ale nevieme, máme zadaný (stedný) po£et
£astíc N . Druhú rovnicu teda potrebujeme obráti´,
vyjazdi´ z nej chemický potenciál ako funkciu N
a potom dosadi´ do prvej rovnice. Vz´ah µ(N/V )
ale nejde analyticky a dokáºeme ho získa´ iba iba
poruchovo v mocnínách N/V , odkia© potom do-
staneme poruchový rad v tých istých mocninách
pre p/kT .

Prvý virálový koe�cient je jednoducho 1 z toho,

ako vyzerá stavová rovnica ideálneho plynu.

Príklad 7 (Druhý viriálový koe�cient 1). Ke¤
sa robí rozvoj f(r) pre malé V (r) dostaneme vý-
sledný integrál v tvare∫

dr r2V (r) .

Ten konverguje pre V (r) ∼ r−3+ε, tak6e potebu-
jeme n men²ie ako −4. V²imnite si, ºe napríklad
elektrostatické pri´ahovanie pod©a Coulombovho
zákona je zúfalo silné. Ak chceme takto popiso-
va´ plyn £astíc, tie musia by´ elektricky neutrálne
a sily medzi nimi musia vznika´ nejakou multi-
pólovou interakciou.

Príklad 8 (■ Ne£akaný faktor 2 pre biliardové
gule). Úloha je vypo£ítaná vo videách.

Príklad 9 (■ Druhý viriálový koe�cient 2). Úloha
je vypo£ítaná vo videách.

Príklad 10 (Tretí viriálový koe�cient). Technicky
náro£nej²ia úloha, k rie²eniu ktorej sa ale dá do-
googli´.

Príklad 11 (Viriálny Mayerov vz´ah). Technicky
náro£nej²ia úloha, k rie²eniu ktorej sa ale dá do-
googli´.
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